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泛 函 分 析 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 起 源 于 古典 分 
析 。 它 的 历史 虽然 不 长 ， 但 发 展 很 快 。 其 基本 概念 建立 于 本 
世纪 初 直到 二 十 年 代 ， 而 作为 数学 中 一 门 独立 的 学 科 则 形成 
于 塌 年 代 , 其 理论 到 六 十 年 代 发 展 趋 于 成 熟 。 现 在 , 泛 函 分 析 
的 概念 和 方法 已 经 渗透 到 现代 纯粹 数学 与 应 用 数学 、 理 论 物 
理 及 现代 工程 技术 理论 的 许多 分 支 ， 如 微分 方程 、 概 率 论 、 
计算 数学 、 量 子 场 论 、 统 计 物理 、 现 代 控 制 论 等 方面 。 在 现 
代 科技 资料 中 ， 也 日 益 广泛 地 使 用 了 泛 函 分 析 的 概念 、 术 
语 、 记 号 和 方法 。 这 足以 说 明 ， 泛 函 分 析 不 但 是 数学 工作 者 
而 且 也 是 高 级 工程 技术 人 员 所 必须 具备 的 数学 基础 知 
识 。 

由 于 本 课程 是 为 我 院 多 个 不 同类 型 (工科 ) 研究 生 开设 
的 ， 加 上 学 时 不 宜 超过 60 学 时 ， 所 以 ， 我 们 只 能 介绍 泛 函 分 
析 中 最 基础 的 知识 。 

为 了 使 读者 能 顺利 地 接受 本 课程 的 主要 内 容 ， 我 们 在 本 
书 前 两 章 扼要 介绍 有 关 集 合 与 映射 ， 数 学 分 析 中 的 基本 理 
论 ， 测 度 和 勤 忠 格 ( Lebesg ue ) 积分 的 初步 知识 。 编 者 力 
求 在 学 时 有 限 的 情况 下 ， 以 最 精简 的 形式 介绍 泛 函 分 析 的 基 
础 知识 ， 但 仍 保持 这 门 学 科 的 核心 部 分 。 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 时 间 仓 促 ， 又 缺乏 这 门 课程 的 教学 
经 验 ， 定 有 许多 不 妇 ， 其 至 错误 的 地 方 ， 请 读者 批评 指正 。 


(二 ) 

本 书 于 1985 年 和 1986 年 曾 二 次 油印 ， 在 85、86、87 级 研究 
生 《 应 用 泛 函 》 课程 讲 用 ,经 过 三 期 的 教学 实践 ,符合 当前 全 
国 工科 研究 生 关于 开设 《 泛 函 分 析 》 的 教学 要 求 。 考虑 到 纯 
数学 的 系统 性 以 及 更 好 地 弥补 读者 未 学 过 《数学 分 析 》、 
《 实 变 函数 》 的 不 足 ， 将 原 讲义 的 第 二 章 有 关 实 数理 论 ， 测 
度 论 以 及 勒 贝 格 积分 的 内 容 作 了 适当 的 充实 而 放 进 附 录 之 
中 ， 现 在 的 第 二 章 主要 介绍 点 集 论 。 此 外 增加 了 第 七 章 泛 函 
的 极 值 。 至 于 其 它 有 些 章节 小 的 变动 ， 就 不 在 此 一 一 效 述 
了 。 

本 书 第 二 稿 完 成 后 ， 呈 蒙 原 北京 工业 学 院 胡 钦 训 教授 非 
常 认真 地 审阅 了 全 文 。 谨 向 他 表示 到 心 的 感谢 。 


编 者 
1987 年 9 月 于 
海军 航空 工程 学 院 
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第 一 章 集合 与 映射 


在 现代 数学 中 ， 人 们 已 经 越 来 越 广泛 而 深入 地 用 到 集 的 - 
概念 。 集合 论 重要 文献 首先 是 德国 数学 家 康 脱 (G *C antor》 
在 上 一 世纪 末 发 表 的 ， 后 来 逐步 发 展 为 数学 的 一 个 分 支 ， 集 : 
合 论 的 某 些 概 念 和 结果 已 成 为 近代 数学 中 许多 分 支 的 基础 。 


$1.1 集 和 集 的 运算 


1. 集 的 概念 
我 们 把 一 定 场合 所 考察 、 研 究 的 某 些 对 象 的 全 体 称 为 一 
个 集 。 例如， 自然 数 全 体 、 偶 数 全 体 或 素数 全 体 记 形 成 的 
数 集 ， 又 如 1,3,5 这 三 个 数组 成 的 数 集 ， 平面 上 第 一 象限 里 
点 的 全 体 所 成 的 点 集 ， 等 等 。 一 般 地 说 ， 所 谓 一 个 集 ， 就 
是 指 具有 某 种 特定 性 质 P 的 对 象 的 全 体 ， 其 中 的 对 象 ( 或 者 
说 成 员 ) 称 之 为 集 的 元 素 。 集 有 时 也 称 集合 。 
集 与 元 素 通常 分 别 用 大 写 拉丁 字 母 4.B.X .了 … 与 小 写 
拉丁 字母 cb,c… 来 表示。 
所 谓 给 定 了 一 个 集 4， 就 是 指 给 定 了 集 4 的 元 素 o 的 特 
性 。 使 得 任何 一 个 元 素 x 要 末 属 于 4,， 也 就 是 “x 是 4 的 元 
素 ”， 记 作 
x€EA 
要 末 不 属于 4， 也 就 是 “x 不 是 4 的 元 素 *”， 记 作 
EA 


这 两 者 必 居 其 一 ， 也 只 有 其 一 成 立 。 
具有 特性 P 的 全 体 元 素 的 集 4 也 常 记 作 
A= {x1x 具 有 性 质 P } 
例如 ，-4 是 不 超过 10 的 正 偶数 组 成 的 数 集 ， 则 .4 可 表 示 
成 为 
4= {x| 1<x%<10，xY 是 偶数 } 
又 如 ， 全 体 自 然 数组 成 的 集 一 一 自然 数 集 N 可 以 表示 成 
N= { 1 2，3，…11，…- } 
不 含有 任何 元 素 的 集 ， 称 为 空 集 ， 记 作 中 。 集 的 元 素 并 
非 一 定 都 是 数 。 例如 A 是 一 切 在 Ca,63 上 连续 的 函数 所 组 成 的 
集 ， 常 称 为 连续 函数 集 , 该 集 就 不 是 一 个 数 ,而 是 连续 函数 。 
通常 用 Crc, 的 表 示 这 个 连续 函数 集 。 
又 例如 A 是 一 切 无 穷 数 列 { x。} 所 组 成 的 集 ， 则 4 的 元 
. 素 是 无 穷 数列 。 
有 时 我 们 也 把 集 { x|xE€ 忆 ，x 有 性 质 P } 改写 成 E {x 
有 性 质 P } 。 例 如 设 1(x) 是 E 上 的 一 个 函数 ，C 是 个 实数 ,我 
们 把 集 { x|xEE，f(x) <C.} 写成 E{ f(x)<C}。 
元 素 与 集 之 间 有 属于 或 不 属于 的 关系 。 另 外 ， 集 与 集 之 
间 也 有 某 些 重要 关系 ， 其 中 最 基本 的 是 包含 关系 与 相等 关 
系 。 
定义 ] 设 4、 有 是 两 个 集 ， 如 果 风 属于 4 的 元 素 x 都 属 
:于 召 ， 也 简 记 作 : 四 可 
本 VXE A, XEB'. 《或 YEB，YVxEd) 
我 们 就 称 .4 是 8 的 子 集 ， 常 记 作 
ACB 或 B 汪 A 
读 作 4 包 含 于 B 或 B 包 合 4。i : 
当 A 与 B 互 相 包 含 时 ， 世 即 同时 有 
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ACB, ADB 
成 立 ， 则 称 4 与 8 相等 ， 记 作 A4=B 。 

如 果 ACB， 而 8 中 确 有 元 素 5 不 属于 A4， 称 A 是 8B 的 真 
子 案 。 为 了 方便 ， 规 定 空 集 d 是 任何 集 4 的 子 集 ， 也 即 中 
CA, 

有 了 相等 关系 就 可 以 定义 集 的 运算 。 

2。 集 的 运算 

定义 2 设 4、B 是 两 个 集 ， 令 . 

AUB= {x|x€ 4 或 xEBY) i 
ANB= {xIxEAH xEB}” 
A-B={x|IlxEAH xEB} 
称 4UB 是 4 与 B 的 并 ， AN B 是 4 与 有 的 交 ，4 - 8 是 4 与 B 
的 差 。 

显然 ，4UB 就 是 4 与 B 的 元 素 合并 在 一 起 组 成 的 集 ; 4 
们 8 就 是 A 与 8 的 公共 元 素 组 成 的 集 ， A 2 是 4 中 那些 不 属 
于 如 的 元 素 给 成 的 集 。 当 4f 召 = 中 时 ， 也 称 4 与 B 互 不 相交 
《或 开 斥 ) 。 

差 集 4 一 B 也 常 记 作 C4B， 称 为 B 关 于 .A 的 余 集 。 在 特别 
研究 某 基本 集 式 的 子 集 4 时 ，C .4 也 即 世 -4, 可 简 记 作 CA， 
称 为 A 的 余 集 。 

关于 和 集 的 并 、 交 、 差 与 余 集 可 以 用 图 形 去 表示 之 〈 见 图 
1-1 ) ， 它 可 帮助 我 们 理解 集 的 各 种 运算 概念 。 

并 与 交 的 概念 也 可 以 推广 到 任意 多 丫 集 的 情形 。 

设 { 4。|aEN } 是 任意 一 族 集 ， 其 中 a 是 集 的 指标 ， 它 
在 某 个 固定 的 指标 集 N 中 变化 ， 由 一 切 4,( a EN ) 的 所 有 
元 素 所 组 成 的 集 称 作为 这 族 集 的 并 ， 记 和 作 

,由 -Au= {x| 了 aEN， 使 得 x E A, } 


同时 属于 每 个 集 4。( a EN ) 的 一 切 元 素 所 组 成 的 集 ， 称 做 
为 这 族 集 的 交 ， 记 作 
0 Au= {x|xEAu, VaEN} 


多) 和 @) 


ANiB A-B=CB 


ANB 


图 1 一 1 


由 定义 容易 验证 集 的 运算 满足 如 下 一 些 规律 

(1 ) 等 午 律 4U4=4，4n4=4 

(2 ) 交 换 律 AUB=BUA, ANB=BN4 

(3 ) 结 合 律 (AUB) UC=AU (BUC) 
(ANB) NC=AN (BNC) 

( 4) 分配 律 AU (BNC) =(A4UAB)N (AUC) 
AN(BUC)= (ANB)U(ANC) 


6” 第 摩根 (De- Morgan ) 律 
C-(4UB)=(C-4)nC-B) 
C-(ANB)=(C- A)U(C-B) 

下 面 仅 以 第 一 个 第 摩根 公式 为 例 ， 来 说 明 有 关 集 的 包含 

与 相等 式 的 一 般 证 明 方 法 。 
例 求证 C- C4AUB)=(C- NC-B) 
[证 明 ] 设 xEC-(4UB), 则 xEC ,同时 xE4,xE8B， 
故 xEC-A 且 xEC-B, 可 见 
xE(C- DMNC-B) 
这 就 是 说 明 凡 C - (4 - 8B) 中 的 元 素 都 属于 (C - 4) 中 1 
《C-B) 。 所 以 
C-(4UB)cC(C-4)nC-D) 
反之 ， 设 xE(C-4)nC-5)， 则 xE(C-4) ,YE 
《C-B)，xEC 同时 xE4，xEB， 即 
xEC- (AUB) 
这 就 是 说 凡 _(C-4)n(CC- B) 中 的 元 素 必 属于 C- (4U 
B)。 
所 以 ” (C-DN(C-BCC-(AUB) 
综合 起 来 就 得 到 
C-(A4UB)=(C- ANC-B) 5 证 毕 ] 
不 叭 将 笛 摩 根 公 式 推 广 到 任意 多 个 集合 的 情况 : 
(1) CU hs) = N (Ce4o) 


(2) CAC Au) = U (CC44a ) 
aeN aeN 


最 后 顺便 指出 , 集 的 运算 规律 体 更 了 重要 的 “对 侦 律 ? ， 
也 就 是 当 一 个 集 的 关于 U 人 的 关系 式 如 果 成 立 的 话 , 则 将 式 
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中 届 、 门 分 别 换 成 们 、U 所 得 的 新 关系 式 也 是 成 立 的 。 读 者 仔 
细 观 察 上 述 运 算 性 质 ， 不 难看 到 这 种 规律 性 。 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 引进 所 谓 积 集 的 概念 。 

设 A4、B8 是 两 个 非 空 的 集 ，a€ A,b5EB8B， 所 有 有 序 元 素 
组 (a,65 ) 为 元 素 组 成 的 集 , 记 为 4x 8， 也 即 

AxB={ (a,b) la€E A,bEB} 

称 4x B 为 4 与 8B 的 积 集 或 过 卡尔 积 

显然 ， 平 面 点 集 R? = 民 x 羽 , 即 座 标 平面 尺 : 就 是 实 直 线 
玉 与 它 自身 的 积 集 。 


类 似 地 定义 ?个 集 的 积 集 ， 记 作 TI4，， 就 是 


i=1 


TT 4 = 4 x A, x x A 


f=1 


8$1.2 映射 与 逆 映 射 


映射 是 函数 概念 的 推广 ， 是 研究 更 一 般 的 集 之 间 的 对 应 
关系 ， 它 也 是 现代 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 。 
”定义 1 设 4.B 两 个 非 空 集合 ， 如 果 存 在 某 一 个 法 则 
f， 使 得 对 于 4 中 任何 一 个 元 素 *， 左 B 中 有 一 个 确定 将 元素 
与 之 对 应 ， 则 称 ] 为 4 到 8 中 的 映射 (也 称 映照 )， 记 为 
ff: A—=8 
当 映 射 了 使 y 和 x 对 应 时 ， x 在 了 和 /下 的 和 , 记 为 1 
也 可 表示 为 
: 四 


对 于 任 一 固定 的 >， 称 适合 关系 y=f (x ) 的 x 的 全 体 元 素 y 
在 映射 了 之 下 的 原 象 ,集合 4 称 为 映射 的 定义 域 , 记 为 DC 了 )， 
Ne C 中 所 有 元 素 的 象 的 全 体 ， 记 为 1(C)， 称 

是 集 C 在 f 之 下 的 象 。 (4) 称 为 映射 f 的 什 域 ， 记 为 R 
四 。 

如 果 f(A) = 8B， 就 称 f 是 A 到 B 上 的 映射 。 显然， 如 果 f 
是 4 到 8 上 的 映射 ， 那 未 f 是 4 到 8 中 的 上 映射， 但 其 送 不 真 。 

特别 地 ， 如 果 值 域 8 是 一 数 集 ( 实数 集 或 复数 集 ，， 映 
射 1 就 是 定义 在 集合 上 的 函数 ， 如 果 4、B 都 是 数 集 ， 它 们 之 
间 的 映射 就 是 数学 分 析 中 研究 的 函数 了 。 由 此 可 见 ， 映 出 概 
念 就 是 函数 概念 的 推广 。 

定义 2 设 /为 4 到 8B 上 的 一 个 映射 ， 如 果 对 每 个 y EB， 
只 有 唯一 的 x 满足 x) = y， 就 称 f 是 可 逆 映 射 。 

换言之 ， 对 4 中 任意 两 个 元 素 X:，x2， 当 x 二 Xs 时， 必 
有 f(x1) 夺 1(xs)， 那 末 f 就 是 可 送 映 射 。 

例如 (一 ,+ ) 上 的 函数 《x)=sin%, 由 (x) = 
x 都 不 是 (一 ,+m~ ) 到 (- 一 ,+oc ) 上 的 可 道 映 射 。 昌 
然 任 何 一 个 严格 单调 函 数 都 可 以 看 成 所 的 定义 域 到 信 域 中 的 
可 逆 映射 ， 又 如 (0， 1) 上 的 函数 


fx ‘0<x<1 
f(x) = | ， 
- 0 | X=1 
是 40,1] 到 [0,1) 中 的 可 道 映射 。 


定义 3 : 设 f 是 A 到 B 上 的 可 逆 映 射 ， 则 称 /为 4 到 上 的 
一 一 对 应 的 映射 。 ， . 

换血 话说 ， /是 4 到 加 的 对 应 里 身 它 意味 者 对 于 
-4 中 任何 一 个 元 素 g, 有 唯一 的 4.= f(a) 6B, :而 是 对 B 中 每 中 : 


一 


元 素 b， 必 在 4 中 有 唯一 的 元 素 o， 适 合 / (a) = 。 

例如 上 面 的 函数 (x) 就 只 是 (0,1J 到 C50,1) 中 的 可 逆 映 
射 ， 而 不 是 (0,1J 到 [0,1) 上 的 一 一 对 应 。 其 实 ， 任何 可 
逆 映 射 一 定 是 D(f) 到 RC(f) 上 的 -- 一 对 应 。 

定义 4 设 q 为 4 到 B 中 的 可 逆 映 身 

中 A=D(q9)—>R(p)EB 
我 们 作 (p) 到 D(P) 的 映射 由 如 下 ， 如 果 
外， x>y XxED(q), yER(qP) 
我 们 令 中 ; y 一 x (由 于 中 是 可 道 的 ， 根据 可 道上 映射 的 定 
义 ， 对 于 每 一 个 y, 与 它 相对 应 的 x 是 唯一 的 , 因 此 下 是 定义 
好 了 的 ) 。 由 实现 了 从 有 R() 到 万 ( 中 ?上 的 道 映射 ， 我 们 称 小 
为 中 的 道上 映射 ， 记 由 为 中 -1 
9-:， Rp)- 一 DC) 

显然 DG-')=R(p)，R(q-!:)=D(p)。 

因此 ， 逆 映射 是 反 函 数 概念 的 推广 。 一 个 严格 单调 函数 
f(x) 的 反 函 数 /-1(x) 可 以 看 成 映射 f 逆 映射 。 

我 们 介绍 一 下 上 映射 的 限制 与 延 拓 的 概念 。 

定义 5 设 /、g 分 别 是 定义 域 Dr、Ds: 到 B8 中 的 映射 ， 
如 果 DjCCD,， 而 且 对 于 DD 中 的 每 个 元 素 x 成 立 着 

g(x) = f(x) 

就 称 映 射 g 是 映射 在 吃 , 上 的 延 拓 。 反 之 ， 称 f 是 g 在 DL 上 的 
限制 记 为 1 =g |?y 。 


显然 给 定 g 是 D, 到 8 的 映射 ， 则 g 在 Dj 的 子 集 上 的 
限制 g 1? ,是 由 9 与 刀 / 所 唯一 地 确 定 ， 但 是 一 个 映射 /在 


更 大 移 定 义 域 上 的 延 拓 并 不 是 唯一 的 。 在 许多 问题 中 ， 常 
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要 求 延 拓 后 的 映射 满足 一 定 的 附加 条 件 ， 例 如 在 富里 叶 
” 《Fourier) 级 数 中 ， 要 把 定义 在 (一 x，7 ) 上 的 函数 f(x) 延 
拓 成 ( -~“，+ ~ ) 上 的 27 为 周期 的 函数 ， 这 时 也 常 称 为 周 
期 延 拓 。 


$1.3 对 等 与 基数 


集合 可 分 为 两 类 一 有限 集 与 无 限 集 ， 只 含有 有 限 多 个 
元 素 的 集 称 为 有 限 集 ， 其 余 的 称 为 无 限 集 。 如 通常 所 认为 的 
那样 ， 有 限 集 的 典型 特性 应 该 是 具有 一 个 标志 其 元 素 个 数 的 
自然 数 〈 或 0 ) ， 而 确定 有 限 集 个 数 的 方法 是 把 集合 中 元 素 
一 个 一 个 地 “ 数 ”。 这 等 于 将 集中 各 元 素 按 任 一 方式 给 它们 
编号 ，4 = { al,as，,…,a,}， 其 中 i 二 j 时 ， a; 和 oj 是 不 同 的 
元 素 。 这 样 就 使 4 和 自然 数列 某 一 段 { 1 2，…，1 一 对 一 
地 对 应 起 来 ,最 后 对 应 的 一 个 自然 数 n 显 然 就 是 4 的 元 素 “ 个 
数 ”。 由 此 不 难 推 知 ， 两 个 有 限 集 元 素 个 数 相同 的 充 要 条 
件 ， 是 它们 能 够 和 自然 数列 的 同一 段 一 一 对 应 。 而 这 又 等 价 
于 这 两 个 集 彼此 一 一 对 应 。 我 们 打 个 比方 ， 在 一 个 大 教室 
里 ， 如 果 每 个 人 都 有 一 个 座位 ， 而 且 每 个 座位 上 都 有 一 人 ， 
那 末 我 们 根本 不 用 一 个 一 个 地 去 “ 数 ”， 便 立刻 知道 教室 中 
人 数 和 座位 数 是 相同 的 。 

上 述 的 讨论 虽然 只 适用 于 有 限 集 ， 但 是 一 一 对 应 的 思想 
却 不 限于 有 限 集 ， 它 将 帮助 我 们 把 元 素 个 数 的 概念 推广 到 无 
限 集 。 

定义 1 设 4、B 是 两 个 非 空 集合 ， 如 果 存 在 4 到 8 上 的 
一 个 一 一 对 应 PY?， 则 称 4 和 B 是 对 等 ， 记 为 4~B8B。 此 外 约定 
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中 一 中 。 

例 1 ”我 们 可 给 有 限 集 合 一 个 不 依赖 于 元 素 个 数 概念 的 
定义 ， 集合 4 称 为 有 限 集 ， 如 果 A4 = 或 者 4 和 自然 数 的 茶 
段 {1,2,…，7 ) 对 等 。 

例 2 1{ 正 奇数 全 体 } 和 + 正 偶数 全 体 } 对 等 。 

例 3 { 自然 数 全 体 } 一 二 正 个 数 全 体 } 。 

例 4 区间 (0，1) 和 全 体 实 数 K 对 等 ， 这 只 须 对 每 个 


XE(0:1) 令 中 (2) = 启 (xX 一 本 ) o 


例 3 和 例 4 说 明 ， 一 个 无 限 集 可 以 和 它 的 一 个 真子 集 对 
等 ， 这 一 性 质 正 是 无 限 集 的 特征 ， 它 对 有 限 集 来 说 是 不 成 立 
的 。 由 此 可 以 看 到 无 限 集 与 有 限 集 之 间 的 深刻 差异 。 

对 等 关系 显然 有 以 下 基本 性 质 ， 

(1) 自 反 性 4 一 4 

(2) 对 称 性 A~B 则 B~4， 

(3 ) 传递 性 A~B，B~C， 则 A~C 。 

根据 以 上 性 质 ， 我 们 可 把 彼此 对 等 的 集合 归 做 一 类 。 这 
样 任何 集合 总 属于 某 一 类 ， 我 们 把 两 个 彼此 对 等 的 集合 称 为 
具有 相同 的 基数 ( 亦 称 势 ) ， 用 4 表示 集合 4 的 基数 。 

基数 概念 可 以 看 作 有 限 集合 中 所 含 元 素 个 数 的 推广 。 要 
对 基数 下 -一 个 精确 的 定义 是 一 件 帮 当 复 杂 的 事情 ， 严 格 的 定 
义 需 要 很 多 准备 知识 。 

定义 2 设 4、 刀 两 个 集合 ， 如 果 -4 不 和 有 对 等 ， 但 存在 
B 的 真子 集 B*， 有 4~B*， 则 称 A 比 刀 有 较 小 的 基数 (或 
B 比 4 有 较 大 的 基数 ) 并 记 为 4<B (或 BA4) 。 

任何 两 个 集合 4、B， 在 


$ 1. 4 可 列 集 与 不 可 列 集 


在 本 节 中 我 们 将 讨论 无 限 集中 最 简单 同时 也 是 最 常用 的 
一 类 集合 , 即 那 些 和 全 体 自 然 数 所 成 之 集 对 等 的 一 类 集合 。 

由 于 入 可 按 大 小 顺序 排 成 一 无 穷 序 列 ， 

1,2,3,. ,ny 
因此 ， 一 个 集 4 是 可 列 集 的 充 要 条 件 为 : 4 可 以 排 成 一 个 无 
穷 序列 
Gisd2 39039 san 

关于 可 列 集 有 以 下 常用 的 性 质 。 

定理 1 任何 无 限 集 至 少 包 含 一 个 可 列子 集 。 

证明] 设 开 是 一 个 无 限 集 , 因 开关 b ,总 可 以 从 型 中 取 
一 元 素 把 它 记 为 el ,由 于 MH 是 无 限 集 ,; 故 及 ~ fei 二 中 于 
是 又 可 以 从 M {ei } 中 到 一 元 素 , 记 它 为 e: ,显然 ex E MM， 
Ci 所 63， 设 已 从 M 中 取出 * 个 这 样 的 互 异 元 素 el 2 er9 
由 于 1M 是 无 限 集 : 故 M - { e1se1,…ses ) 半 中 ,于 是 又 可 从 
M - {eles， se 中 取 一 元 素 , 记 它 为 e+1) 显 然 es+1E 
MH 且 和 e1 ,es,…e: 都 不 相同 ,这 样 由 归纳 法 ,我 们 就 得 到 及 中 
的 一 个 无 限 子 集 { e1,es，… ,er,… } , 它 显然 是 一 个 可 列 集 。 

该 定理 说 明 可 列 集 的 一 个 特征 ， 它 在 所 有 无 限 集 中 有 最 
小 的 基数 。 

定理 2 可 列 集 的 任何 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 列 集 。 

[证 明 ] 设 4 为 可 列 集 ， 它 的 元 素 编 号 如 下 ; 
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G19GC2 0m9 
任 取 A 的 非 空子 集 B，B 中 元 素 显然 是 上 述 序 列 中 的 一 个 子 
序列 


a a a 四 
jy Ny 5 


指标 n1 ,ni ，… nx，… 之 中 ， 如 果 有 最 大 数 ， 那 末 B 就 为 一 有 
限 集 ， 否 则 B 为 一 无 限 集 ， 当 是 无 限 集 时 ,把 6, 与 自然 数 
k 对 应 就 知道 8 是 可 列 集 。 
”定理 5 ”可 列 个 可 列 集 的 并 是 可 列 集 
[证 明 ] 设 41,4A,,…,4.,… 是 可 列 个 可 列 集 ， 


4= 吕 4i, 记 


心 


= Gils Gizss Qiss G147 “*" 
Bd ” 
A,={ G219 O22 Qe28> Gao 


2 
As={ G31 G3a2s Qs3s9 Ga “ 


mv mm 


A,=1{ Gls Qa29 G439 G44 


我 们 可 以 依 上 面 表 中 箭头 所 示 的 方向 顺序 将 4 的 全 体 元 素 一 
个 不 漏 地 排列 成 无 穷 序列 的 形式 

A= {Qsa21901290319022901390419""" } 
如 果 其 中 有 元 素 重 复出 现 的 话 ， 可 把 后 面 重复 出 现 去 掉 ， 即 
可 看 出 4 的 元 素 能 用 自然 数 编号 ， 因 而 4~NN ,也 就 是 说 4 是 
可 列 集 。 

推论 ”有限 个 或 可 列 个 有 限 集 的 并 是 有 限 集 或 可 列 集 。 

同样 可 以 证 明 下 述 定理 。 

定理 4 有 限 个 可 列 集 的 积 集 是 可 列 集 。 


例 1 平面 上 在 直角 座 标 系 下 ， 两 座 标 x\? 均 为 整数 的 
点 (xy )〈 称 为 格 点 ) 全 体 成 一 可 列 集 。 

事实 上 ， 对 每 个 固 定 的 整数 w 4 = { (n,m)|m 是 整 
数 }， 是 一 可 列 集 ,显然 ， 全 平面 上 的 格 点 全 体 就 是 


并 集 U4,， 这 是 可 列 个 可 列 集 之 和 ， 因 而 是 可 列 集 。 


例 2 有 理 数 全 体 成 一 可 列 集 。 

事实 上 ， 有 理 数 r+ 可 写成 既 约 分 数 p/9,p、,9q 均 为 整数 ， 
5 二 0。 改 变 一 下 记号 ， 把 既 约 分 数 p/g 与 平面 上 格 点 (4q, 了 Pp) 
对 应 。 由 定理 3 知 这 种 格 点 《 9,p ) 的 全 体 至 多 是 可 列 集 s 
又 由 于 有 理 数 全 体 是 无 限 集 ， 所 以 有 理 数 全 体 确 是 可 列 集 。 

例 3 整 系数 多 项 式 全 体 是 可 列 集 。 

事实 上 ， 对 于 固定 的 自然 数 "，n 次 整 系数 多 项 式 全 体 可 
以 与 2+ 1 个 自然 数 集 的 乘积 对 等 ， 所 以 它 是 可 列 集 ， 从 而 各 
次 整 系数 多 项 式 全 体 是 可 列 集 。 

到 现在 为 止 ， 在 无 限 集中 我 们 只 讨论 了 可 列 集 ， 但 是 在 
无 限 集中 不 可 列 集 是 大 量 存 在 的 ， 而 且 也 是 很 重要 。 

例 4 全 体 实数 所 成 之 集 R 是 一 不 可 列 集 。 

[证 明 2 由 8$1.3 例 4 知 玉 ~(0,1)， 我 们 只 要 证 明 (0,1) 
不 是 可 列 集 就 行 了 。 首 先 (0,1) 由 每 一 个 实数 a 痢 可 以 蛤 一 地 
表示 为 十 进位 无 穷 小 数 : 

G=0。.al da as … 
的 形式 ， 其 中 各 a 是 0,1,…，9 中 的 一 个 数 ， 不 全 为 0， 且 不 
以 9 为 循环 节 , 我 们 称 实数 的 这 种 表示 为 一 个 正规 表示 。 反 之 ， 
每 一 个 上 述 形式 的 无 穷 小 数 都 是 (0,1 ) 中 某 一 实数 的 正 规 
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用 反 证 法 ， 很 设 (0，2) 中 的 全 体 实数 可 排列 成 一 个 序列 
(CO) = Cal a), ats), ...) 
将 每 个 a' 火 示 成 正规 的 无 穷 小 数 ， 
qa‘D= 0. Vo, Vas)... 
a 2)= O00 ga. gas). 
a Oa gg 037， 


现在 变法 鬼 一 个 与 所 有 这 此 实数 不 同 的 实数 。 为 此 ， 利 
用 对 角 线 上 的 数字 aa= 1 2，… ) 作 一 无 穷 小 数 如 
下; 
[1 如 果 a,‘”? 志 1 
0.a14243'"…， 其 中 a -| 
2 如 果 ar 人 "= 1 
则 此 无 穷 小 数 既 不 爹 是 0， 也 不 以 9 循环 ， 因 此 必 是 《0;1 ) 
中 基 一 实数 ca 的 正规 去 示 ， 但 从 这 个 无 穷 小 数 的 作法 可 知 ， 
它 与 每 一 个 a 的 正规 表示 不 同 ( 因为 至 少 第 a 位 小 数 不 同 )。 
因此 asa'5 (= 1 2 3 )， 从 而 (0;1) 二 (a'!»， 
qa‘*), ac3), 扩 抽 } 与 假设 矛盾 。 因此 (0,1) 是 不 可 列 集 o 
由 此 还 不 难 推出 (0,1 ) 上 的 无 理 数 集 是 不 可 列 集 。 


习 是 


1。 证 明 (1) AN (BUC)= (4NB)U(ANC) 
(2) AU(BNC)= (AUB)N (AUC) 

2。 证 明 (1) (4-BN(C-D)= (4N1C)~ (BUD) 
(2) A-(B-C)C(A-B)UC 
(3) (A-B)-(C- DC(A-C)U(D-B) 


* 


4) ” 问 (A4-B)UC= A-(B-C) 成 立 的 
充 要 条 件 为 何 ? 
3。 证 明 
(1) (U4.) -B= UV, (A.-B) 


(2) (NM Ao)-B= NC(A.-2B) 
aeN oteN 


4。 证 明 三 维 空间 R? 中 座 标 都 为 有 理 数 的 点 的 全 体 古 


可 列 集 。 

5.。 证 明 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 的 全 体 是 一 可 列 
集 。 

6。 证 明 区 间 Ca,5J 上 单调 画 数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 
为 可 列 集 。 


7。 证 明 [0,13 上 无 理 数 集 是 不 可 列 集 。 


A 一 wy 
第 二 人 草 点 集 


在 本 章 中 ， 我 们 将 要 研究 点 集 ， 就 是 说 ， 来 研究 以 数 轴 
上 或 任意 n 维 空间 的 点 为 元 素 的 那 种 集 。 因 为 全 部 实数 所 组 
成 的 集 与 数 轴 上 全 部 的 点 所 成 的 集 之 间 有 一 一 对 应 关系 ， 所 
以 线性 点 集 的 研究 亦 即 直线 上 的 点 所 成 之 集 的 研究 ， 与 实数 
所 成 之 集 的 研究 完全 一 致 。 


$2-1 共 本 概念 


我 们 用 RR 表示 实数 的 全 体 所 成 之 集 ， 也 就 是 实 直 线 。 

直线 上 常用 的 一 种 点 集 是 区 间 ， 区 间 有 以 下 几 种 ， 

数 轴 上 所 有 满足 不 等 式 c 委 x 委 0 的 点 Y 所 成 之 集 称 为 闭 区 
间 [Cc,p]。 

数 轴 上 所 有 满足 不 等 式 ae<x<6 的 点 x 所 成 之 集 称 为 
开 区 间 (a,b)。 

所 有 使 得 不 等 式 c<x<b 成 立 的 点 所 成 之 集 叫 做 半 开 
区 间 (a 6; 同样 ,用 不 等 式 o 迄 x 二 b 定 义 半 开 这 间 [a,b ) 。 

用 同样 的 方法 可 以 将 区 间 的 概念 推广 到 n 维 空间 R" 中 去 。 

下 面 着 重 于 一 维 空间 R 引 进 一 些 基本 概念 。 

定义 1 设 xo 是 直线 上 的 一 点 ， 包 含 xo 的 任何 一 个 开 区 
间 (c，6 ) 称 做 xo 的 一 个 邻 域 。 特 别 ， 如 果 6 是 一 个 正 数 ， 
称 《 xo 一 6，xo 二 6 ) 为 xo 的 6 邻 域 ， 记 为 X036)[ 或 记 为 wi 
(xo)j 。 


设 妇 是 直线 上 的 一 个 不 空 的 点 集 ，xo E4， 如 果 存 在 x。 
的 领域 aC x6，5 ) CC4， 则 称 xo 是 4 的 一 个 内 后。 

定义 2 ” 设 4 是 一 点 集 ，xo ER(xo 可 以 属于 4， 也 可 
以 不 属于 4 ) ， 如 果 在 x 的 任何 一 个 邻 域 ws (xu ) 中 ， 总 含 
有 集 4 中 异 于 xu 的 点 ， 即 (4(xo)-{ xn 中 则 
称 %, 为 点 集 4 的 聚 点 (或 称 极限 点 ) 。 

显然 ， 一 个 点 集 的 内 点 都 是 这 点 集 的 聚 点 。 又 如 当 

一 <a<b<+ 

时 区 间 《a6 ) 的 端点 是 这 区 间 的 聚 点 。 


例 1 点 集 [1 ， 寺 ， 二，…， 二 小包 0 为 极限 点 。 


京 点 的 定义 有 多 种 等 价 的 形式 。 我 们 来 证 明 下 述 引 理 。 

引 理 ” 设 4 蚌 一 点 集 ，%0o 为 R 中 的 一 点 ， 那 末 下 面 三 个 
陈述 是 等 价 的 : 

(1) YX%o 是 4 的 聚 点 ; 

(2) yx%o 的 任 一 邻 域内 必 含 有 4 中 的 无 限 个 点 。 

(3) .4 中 存在 点 列 {x。 jj xsXoy (= ,2,… ) ;使 x ， 
Xo o 

[证 明 3 只 要 从 (2) 推 出 (1)， 由 (1) 推 出 (3), 再 由 (3) 
推出 (2 ) ， 那 末 它 们 就 彼此 等 价 了 。 

〈2) 全 (1) : 设 xu 的 任 一 邻 域 xs(xo) 内 含有 4 的 无 限 
多 个 点 ， 自 然 伟 有 不 同 于 xu 的 点 ， 所 以 x 是 .4 的 聚 点 。 

1) 之 (3)， 设 x, 是 .4 的 聚 点 ， 那 末 对 每 个 正 整 数 n， 


必 有 Xi 三 Xo，X,E (xo ~ 二 Xo + 工 )m 4， 就 是 说 ， 有 -4 
中 不 同 于 xo 的 点 列 { x，}， 适 合 


|x。 — Xo | 一 上 
n 


因此 ，x .一 Xx，， 故 (33) 成 立 。 

(3) 之 (2): 设 xo 适 合 (3 ) 。 这 时 点 列 {x* 中 必 
有 无 限 多 项 彼此 互 异 。 因 为 如 时 点 列 { x。 } 只 由 有 限 多 个 
点 组 成 ， 必 有 一 个 点 a 在 其 中 重复 无 限 次 ， 然 而 x, 一 xo， 那 
末 应 该 a= x,。， 但 是 这 与 x, 志 Xo 矛盾 。 

设 { Xn } 是 {x。} 互 异 的 点 组 成 的 子 序列 ， 设 
w(xo，$) 是 任 一 入 域 ,由 于 zn 一 CR->。 ) ,所 以 有 自然 
数 ,， 当 & 二 ho 时 ,Xn Eu(%o ,0) .这 就 是 说 ,u(xo ;5) 内 含有 
4 中 无 限 多 个 点 。 

5 证 毕 ]j 
正如 上 述 证 明 中 最 后 一 步 所 说 , 当 xo 是 集 4 的 极限 点 时 ， 
还 可 以 把 条 件 ( 3 ) 加 强 ， 得 到 下 面 的 推论 ， 
推论 ”如 央 xs 是 4 的 京 点 ， 则 在 4 中 可 选 出 各 项 不 同 的 
点 列 { yt}， 而 且 yi 直 Xo， R=1,2,., 使 得 y 一 Xo 
(kh—>o ) 。 
[证 明 ] ”只 要 取 yx 是 引 理 证 明 中 最 后 一 步 所 说 的 xm ， 
k= 1,2，… 就 行 了 。 
下 面 给 出 聚 点 存在 的 一 个 充分 性 定理 。 
定理 1 波 尔 察 诺 一 维尔 斯 德 拉 斯 (BoLzano 一 Weiretr 
ass) 定 理 任 一 有 界 无 限 集 4， 都 至 少 有 一 个 聚 点 。 
[证 明 ] 因 4 有 界 ， 不 妨 设 4C5a,b。 
把 Ca,52 两 等 分 ， 则 在 Ca,6b2 中 至 少 有 一 半 包 含 集 4 中 无 
限 多 个 点 ， 即 至 少 有 一 个 记 它 为 /!,， 使 得 4 站 1 是 无 限 集 ， 
再 把 二 两 等 分 在 左右 两 个 小 区 间 中 至 少 有 一 个 ， 记 它 为 
1,， 使 得 4 们 1, 是 无限 集 ， 
依 此 法 继续 下 去 ,可 得 到 一 个 闭 区 间 序 列 { 了 } 满足 ;对 
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一 切 4= 1,2，… 部 有 
C1) [ab 二 7 二 7 ; 


(2) 1.1= 一 -0 (n> ) 3 


C3) 4n7, 总 是 无 限 集 。 
根据 闭 区 间 套 原理 ， 存 在 唯一 的 一 点 属于 所 有 的 了 。。 

我 们 现在 来 证 明 ，& 也 就 是 集 4 的 一 个 聚 点 。 事 实 上 ， 
我 们 现 取 5 的 一 个 任意 小 的 邻 域 ， 就 是 说 ， 取 一 个 包含 EE 的 
任意 小 的 区 间 ( 4,8 ) 。 显 然 ， 当 xz 充分 大 时 ， 了 .= Ca,,b,) 
将 包含 在 区 间 (ac，8 ) 之 内 ，、 因 为 a, <E<b,， 且 当 n 一 ~ 
时 ，5. 一 a: 司 0， 但 1 ,包含 有 A 中 无 限 多 个 点 ， 因 而 (0， 8 ) 
也 包含 有 无 限 多 个 点 。 

由 是 ， 在 5 的 任 一 邻 域 内 皆 包 含有 4 中 元 限 多 个 点 。 因 
之 ，E 是 4 的 聚 点 。 [证 毕 ] 

所 给 的 集 4 为 有 界 这 一 条 件 乃 是 一 个 主要 的 条 件 ， 没 有 
这 一 条 件 ， 定 理 就 不 成 立 。 例 如 ， 我 们 已 经 看 到 ， 无 限 无 界 
集 就 没有 聚 点 。 

同时 ， 也 存在 具有 聚 点 的 无 界 无 限 集 。 例 如 直线 上 的 点 
的 全 体 所 成 的 集 就 是 这 种 集 。 因 此 ， 无 限 集 的 有 界 性 这 一 条 
件 只 是 它 有 京 点 的 充分 条 件 ， 但 非 必要 条 件 。 

译 点 原理 用 于 研究 序列 ， 我 们 有 如 下 重要 定理 。 

定理 2 波 尔 察 诺 -- 维 尔 斯 德 拉 斯 收敛 子 列 原理 ”任何 
有 界 序列 必 有 收敛 子 列 。 

[证 明 ] 考察 由 序列 { x, } 组 成 的 点 集 4= {x,}, 注 
意 ,作为 点 集 时 ,4 可 能 是 有 限 集 ,假如 4 是 有 限 集 , 则 其 中 至 
少 有 一 元 素 在 序列 { x, } 中 无 限 次 地 重复 出 现 ， 因 此 ， 定理 
结论 是 显然 成 立 。 


半 A 是 无 限 集 ， 因 { x,} 有 界 ，4 必 为 有 界 无 限 集 ， 由 


4 (5， 工 、 都 是 无 限 集 。 因 此 ， 可 取 


n 


xn, EANu (E, 1) 

再 取 xp € A4Nu( 51/2 ); 且 使 全 ma 

然后 再 取 xn E4m2a(CS:1/3 )， 且 使 ps>ma 
依 此 法 可 得 {x。 } 的 一 个 子 序列 { xn， }， 显 然 有 


lim xn = & 
E> 9 


和 聚 点 相对 立 的 是 孤立 点 。 

定义 3 设 4 是 R 中 一 点 集 ，x。€ 4。 如 果 xo 有 一 邻 域 
(a, 8 ) ,其 中 除 x。 外 不 含有 4 的 点 ; 即 ( 《0,86)- {xo}》 
4=: 称 zo 是 4 的 孤立 点 。 如 果 不 空 的 点 集 4 中 每 一 点 
都 是 孤立 点 ， 称 -4 是 孤立 点 集 。 

显然 ， 点 集 4 的 绝 立 点 不 能 是 4 的 浓 点 ， 训 点 也 决 不 能 
是 孤立 点 。 因 此 -4 的 内 点 不 是 耿 立 点 。 从 琶 立 点 的 定义 知 
道 ， 对 于 RR 中 的 点 集 4 的 任何 一 点 x。， 如 果 xo 不 是 集 4 的 


育 点 ， 那 末 必 是 4 的 孤立 点 。 例如 集 { 1 到 二， 入 了 


之 中 每 个 点 都 是 这 个 集 的 孤立 点 ， 这 个 集 就 是 孤立 点 集 。 

例 2 空 集 没 有 聚 点 。 

例 3 有限 点 集 或 发 散 到 无 穷 远 的 点 列 所 成 的 点 集 没 有 
聚 点 ， 所 以 是 孤立 点 集 。 

例 4 以 Rs, 表示 区 间 [50,1J 中 的 有 理 数 全 体 。 那 末 区 闻 
C0,1D 中 任何 一 点 都 是 RR, 的 紊 点 。 除 此 之 外 ，Ro。 没 有 任何 其 


它 的 聚 点 。 
“ 例 5 闭 区 间 [0,1] 聚 点 全 体 ， 就 是 C0,13 。 
这 些 例 子 说 明了 RR 中 点 集 的 聚 点 的 各 种 可 能 的 情况 : 
(1) 没有 聚 点 ， 
《2) 一 个 点 集 的 聚 点 可 以 都 不 属于 这 个 点 集 
《 3) 一 个 点 集 4 的 紊 点 可 以 一 部 分 在 4 中 , 另 一 部 分 不 
在 4 中 ， 甚 至 率 点 比 本 身 的 点 还 多 3 


(4 ) 一 个 点 集 本 身 同 时 就 是 它 自 己 的 聚 点 全 体 。 后 面 
还 要 进一步 分 析 点 集 和 它 的 聚 点 的 关系 。 


$2.2 开 集 . 于 集 


在 本 节 中 我 们 着 重 讨论 两 类 特殊 点 集 。 
定义 1 设 G 是 RR 中 的 一 个 不 空 的 点 集 。 如 果 G 中 每 一 
点 都 是 G 的 内 点 ， 称 G 是 开 集 。 
例如 ,任何 开 区 间 (a, 8 ) 是 开 集 。 我 们 规定 空 集 是 开 集 。 
开 集 的 基本 性 如 下 。 
定理 1 【〈1) 空 集中 和 全 空间 R 是 开 集 ， 
《2 ) 任意 一 族 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 
( 3 ) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 。 
证 明 《1 ) 是 显然 的 。 现 在 来 证 明 (2) 。 
设 { G。 } 是 一 族 开 集 ， 要 证 G = U，G。 是 开 集 。 由 
开 集 的 定义 ,只 须 对 于 G 中 任意 一 点 x 证 明 存 在 邻 域 ws(x) 忆 
就 可 以 了 。 
当 G= 中 时 ， 不 必 证 明了 。 若 G 过 由 ， 任意 xEG， 必 
有 ao EN 使 XEG。， » 因 G 。， 为 开 集 ， 必 存 在 x 的 一 个 
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邻 域 4; C(x)， 使 得 
ds (x) EG, CG 


所 以 x 为 G 的 内 点 ， 故 6G 是 开 集 。 
最 后 证 明 (3 ) 设 C 1， G,, “"', G4 是 n 个 开 集 。 


[dd 
令 G = 0 G,， 我 们 只 要 考虑 G 不 是 空 集 的 情况 。 任 意 


取 xE G， 那 末 xXEGCi)I= 1,2,…n， 因 为 C; 是 开 集 ， 所 以 
存在 x 的 邻 域 心 《YX ) ,使 得 Us (x ) CGis 1= 1， 


2 。 


今 = mint{d$, 0:， ‘0, }，, 从 而 
n nt 

ux) Nf us XC NN Gi=G 
i=l i iwl 


也 即 x 是 G 的 内 点 ， 所 以 G 是 开 集 。 (证 毕 ] 
在 定理 1 的 《2 ) 中 ，“ 任 意 个 开 集 ”， 了 既 可 以 是 有 限 个 

也 可 以 是 无 限 个 。 但 是 〈 3 ) 中 如 果 把 “有 限 个 开 集 ” 改 为 

“无 限 个 开 集 ”， 那 末 它 们 的 交集 就 不 一 定 是 开 集 了 。 
例如 G =(-， 二 )，n=1)2，: 


从 9 入 
显然 它们 的 交集 G= 人 (- 上， 一 )= 【0}， 即 G 是 合 


有 一 点 0 的 集 ， 它 不 是 开 集 。 
下 面 我 们 引进 闵 集 的 概念 同时 进一步 分 析 点 集 和 它 的 宫 
点 关系 ， 为 此 ， 引 入 如 下 的 概念 。 


定义 2 点 集 4 的 聚 点 的 全 体 所 成 之 集 称 为 4 的 导 集 ， 
记 为 4 。 

没有 槛 点 的 点 集 ， 它 的 导 集 是 空 集 。 因 而 空 集 的 导 集 是 
空 集 、 

定义 3 如 果 点 集 4 的 率 点 全 部 属于 4， 妈 A ’ CCA, 称 点 
集 4 证 闭 集 。 

因此 ， 如 采 点 集 4 没 有 聚 点 ， 那 末 .4 是 闭 集 ， 从 而 空 集 
是 闲 集 、 易 知 闭 区 间 威 闭 集 。 | 

从 下 面 的 定理 2 看 出 , 闭 集 是 对 于 极限 运算 封闭 的 点 集 。 

定理 2 点 集 4 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 ， 集 4 中 任 何 一 个 
收 化 点 列 必 政 敏 于 4 的 一 点 。 

“证明 ] 必要 性 ， 设 A 是 一 个 闭 集 , { x，} 是 4 的 一 个 收 
人 敏 点 列 ， 且 XXo， 我 们 要 证 xoE4。 如 果 有 x。= xo， 
那 末 目 浴 xo CE 4。 如果 对 一 切 mxs 关 xo* 由 $2.1 引 理 的 (3 ) 
知 xo 是 4 的 聚 点 ,于 是 Xo € 4’ C1。 所 以 必须 xoE4 。 

充分 性 ， 设 4 中 任何 一 个 收敛 点 列 必 收敛 于 其 中 一 点 ， 
对 于 《的 任何 一 个 聚 点 xa€ 4 ,由 $2.1 引 理 ， 有 4 中 的 收敛 
点 列 { x。} 收敛 于 xu， 由 假设 xoE4， 所 以 4'C4 .4 是 
闭 集 。 [证 毕 ] 

定理 35《 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ) 设 4 是 开 集 ， 则 
C4 是 闭 集 ， 设 4 是 闲 集 ， 则 C4 是 开 集 。 即 闭 集 的 余 集 是 开 
集 ， 开 集 的 余 集 是 闭 集 。 

5 证 胃 ] 第 一 部 份 ， 设 4 是 开 集 , 而 xo 是 C4 的 任意 一 聚 
点 ， 沙 未 x。 的 任 一 邻 址 都 有 不 属于 4 的 点 。 这 样 ，xo 就 不 可 
能 是 4 的 内 点 ,从 而 x。E 4( 因 4 是 开 集 ), 也 就 是 xo。 EC.4， 所 
以 C4 是 闭 集 。 

第 二 部 份 ， 设 4 是 闭 集 ,对 任 一 xo ECA ;假如 Xxo 不 是 CA 
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的 内 点 ， 则 x。 的 任 一 领域 内 至 少 有 一 个 属于 4 的 点 ;而 且 这 
点 又 必 异 于 x。， 这 是 因为 x。 ECA， 这 样 x。 就 是 4 的 素 点 。 
因 A 是 闭 集 ， 从 而 x。 必 属于 4， 这 和 假设 矛盾 ,因而 结论 成 
立 。 [证 毕 2 

由 于 开 集 和 闭 集 的 这 种 对 偶 关 系 ， 在 许多 情形 下 ， 我 们 
将 闭 集 看 作 是 由 开 集 派生 出 来 的 一 个 概念 。 也 就 是 说 ， 如 果 
定义 了 开 集 ， 闭 集 也 就 随 之 而 确定 。 下 面 我 们 利用 定 理 3 证 
明 下 面 闭 集 的 性 质 。 

定理 4 (1) 空 集中 和 全 空间 RK 是 闭 集 ， 

(2) 任 意 一 族 闭 集 的 交 是 闭 集 ， 

(3) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 。 

[证 明 ) 设 ;,，?ENWN( 或 := 1,2,…sn) 是 闭 集 ,; 则 由 定理 


3 知 各 CF ,是 开 集 ,从 而 由 定理 1 知 U ,CF, (或 UCF,) 也 


是 开 集 ， 由 笛 摩 根 公 式 有 
NF =C'( UCF: ) 


或 。 ， 
UP=CCnCF，) 


再 利用 定 理 3 便 知 (已 , 或 ,U 已 ,是 闭 集 。 5 证 毕 ] 


注意 ， 任 意 多 个 站 集 的 并 不 一 定 是 闭 集 。 
例如 ， 已 ,= [了 1- 二 ， n= 3.4，，…， 


则 下 .是 闭 集 ， 而 “U， 焉 ,= 〈0,1) 不 是 闭 集 。 


最 后 我 们 指出 ， 不 要 把 开 集 与 闭 集 看 成 两 个 完全 对 立 的 
概念 。 我 们 已 经 知道 空 集 同时 又 是 开 集 又 是 闭 集 。 又 如 集 


= {1 革 于，…， 人 十 … } 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 。 


因此 ， 一 个 集 可 能 又 是 闭 集 又 是 开 集 ， 也 可 能 同时 又 不 
是 开 集 也 不 是 闭 集 。 


$ 3-2 开 集 和 闭 集 的 构造 


在 直线 上 ( 即 R 中 ) ， 开 区 间 是 开 集 。 开 集 虽然 一 般 地 
不 一 定 是 一 个 区 间 ， 但 容易 看 出 非 空 开 集 是 一 系列 开 区 间 的 
并 集 。 我 们 现在 来 研究 直线 上 的 开 集 的 结构 。 先 引入 构成 区 
间 的 概念 。 

定义 1 设 G 是 直线 上 的 开 集 。 如 果 开 区 间 (Q, 8 )CG、 
而 且 端点 ca， 8 不 属于 G， 那 末 称 (ay, 6 ) 为 G 的 一 个 构成 区 
间 。 

例如 开 集 〈0,1) U(2,3) 的 构成 区 间 是 (0,1) 及 
(2,3 ) 。 下 面 给 出 开 集 的 构造 定理 。 

定理 1 直线 上 任意 非 空 开 集 可 以 表示 成 有 限 个 或 可 列 
个 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 集 。 又 当 非 空 开 集 表示 成 互 不 相 
交 的 开 区 间 的 并 集 时 、 这 些 开 区 间 必 是 构成 区 间 。 

[证 明 ] 设 G 是 一 非 空 开 集 ， 分 以 下 步骤 来 论证 。 

《1 ) 开 集 G 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 。 不 
然 的 话 ， 设 (al,61)、 《as 8:) 是 G 的 两 个 不 同 的 
构成 区 闻 如 相交 。 这 时 必 有 一 个 区 间 的 端点 在 另 一 个 区 间 
内 。 例 如 ci E as ps), 但 (ap6。)CG, 这 和 ayEG 矛 


盾 。 因 此 不 同 的 构成 区 间 不 相交 。 

(2) 非 空 开 集 最 多 只 有 可 列 个 构成 区 间 ,这 是 因为 从 每 个 
构成 区 闻 中 可 取 一 有 理 数 作为 该 构成 区 间 的 代表 ， 而 不 同 的 
构成 区 间 互 不 相交 ， 故 所 取 有 理 数 不 会 重复 。 因 而 可 使 构成 
区 间 与 有 理 数 的 一 个 子 集成 一 一 对 应 ， 故 构成 区 间 至 多 是 可 
列 个 。 

(3) 开 集 G 的 每 一 点 都 对 应 有 一 个 构成 区 间 。 事 实 上 , 任 
取 xo EG, 由 开 集 定义 ,存在 开 区 间 (x,>》) 使 Xo。€ (x,y)CG。 
显然 ,这 种 开 区 间 有 无 限 多 个 ,把 它们 的 并 记 为 0 ,那么 可 以 
证 明 ,U 是 含有 xXx, 的 这 种 区 间 的 最 大 者 ,也 就 是 说 它 是 G 的 构 
成 区 间 。 令 U= (a、 8B ), 显 然 (aq, 8 )CCG ,现在 要 证 明 xEG、 
8 EEG, 假如 不 然 ,a EG, 则 有 6 二 0， 使 (0 -5, a + 了 )CG, 
从 而 (0-5,a+6)CG， 从 而 (4-6,86 )C(a,8B), 而 
0 -56<a， 这 就 和 a 是 区 间 左 端点 下 界 相 巴 盾 。 所 以 a EG， 
同样 有 8 EG。 所 以 (ay, 8 ) 是 G 的 构成 区 间 。 

(4) 作 G 的 所 有 构成 区 间 的 并 U(&,6 )， 由 (3 ) 它 应 
是 G， 由 (1)G 必 定 是 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 构成 区 间 
的 并 集 。 用 (a;:,B:) (i=1,2，…) 记 GG 的 构成 区 间 ， 那 
末 C= 避 as8i)。 


(5) 设 G=U 《 ai， 6 站 ) 是 -- 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 


并 集 。 现 在 只 要 证 明 每 个 (ov ,6 ，”) 都 是 G 的 构成 区 间 ， 
比方 说 0; EG， 那么 必 有 i 二 jj， 使 得 ac E(oa ,8 ; ) 因 而 
(Cai’，B1' ) 与 (0J ,Bj') 相交 ， 这 和 假设 矛盾 。 记 以 
cv EG， 同 样 8  ，EG， 所 以 (cc ，B ; ) 是 构成 区 间 。 


[证 毕 ] 


因此 ， 非 空 开 集 必然 唯一 地 表示 成 有 限 个 或 可 列 个 互 不 

交 的 开 区 间 的 并 集 。 

既然 闭 集 的 余 集 是 开 集 ， 那 未 从 开 集 的 构造 可 以 引入 余 
区 间 的 概念 。 

定义 2 设 4 是 直线 上 的 闭 集 ， 称 4 的 余 集 C4 的 构成 
区 间 为 4 的 余 区 间或 邻接 区 间 。 

我 们 又 可 以 得 到 闭 集 的 构造 如 下 。 

定理 2 直线 上 的 闭 集 政 或 者 是 全 直线 ， 或 者 是 从 直线 
上 挖 掉 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 五 的 余 区 间 ) 
所 得 到 的 集 。 


$2. 4 完全 集 . 稻 密 集 


本 节 再 进一步 分 析 点 集 和 它 的 聚 点 的 关系 。 

定义 1 如 果 4C4 ， 就 称 4 是 自 密集 。 换 句 话说 ， 
当 集中 每 点 都 是 这 个 集 的 聚 点 时 ， 这 个 集 是 自 密 集 ， 另 一 种 
说 法 就 是 没有 孤立 点 的 集 就 是 自 密 集 。 

如 果 4 = 4， 称 4 是 完全 集 (或 称 完 备 集 ) 。 完 全 集 
就 是 自 密 闭 集 ， 也 就 是 没有 孤立 点 的 闭 集 。 

例如 闭 区 间 [Ca，p8](Ca<6 ) ， 空 集 及 全 空间 有 RR 都 是 
完全 集 。 

由 孤立 点 的 定义 很 容易 知道 ， 直 线 上 点 集 4 的 孤立 点 必 
是 包含 在 4 的 余 集中 的 某 两 个 开 区 间 的 公共 端点 。 因 此 , 闭 集 
的 孤立 点 一 定 是 它 的 两 个 余 区 间 的 公共 端点 。 完 全 集 是 没有 
孤立 点 的 闭 集 ,所 以 ,完全 集 就 是 没有 相 邻 接 的 余 区 间 的 闭 集 

我 们 知道 ， 任 何 两 个 实数 之 间 存 在 有 理 数 ， 换 名 话说， 


任何 一 个 实数 都 是 有 理 数 的 聚 点 。 我 们 说 这 是 有 理 数 的 稠密 
性 。 一 般 地 ， 我 们 引进 下 述 定义 。 

定义 1 设 4、B 是 RR 中 两 个 点 集 , 如 果 B 中 每 个 点 的 任 
一 邻 域 中 必 有 4 的 点 ， 那 末 称 A 在 8B 中 稠 密 当 B= 及 时 ， 即 了 4 
在 R 上 ( 即 4 在 全 直线 上 ) 处 处 稠密 ， 称 4 是 稠密 集 。 

例如 50,13] 中 的 有 理 数 全 体 在 50,17 中 釉 密 ， 而 直线 上 有 
理 数 全 体 ( 记 为 @) 是 稠密 集 。 

定义 2 设 4 是 R 中 点 集 ， 称 A4UA 为 4 的 闭 包 ， 记 为 
4 。 
这 样 ， 我 们 还 可 以 用 闵 包 概念 来 描述 稠密 性 的 定义 。 从 
$ 2.1 引 理 立即 可 以 得 到 

定理 1 《1) 4 在 3 中 稠密 的 充 要 条 件 是 4 忆 B 。 

(2) .4 在 8 中 秋 密 的 充 要 条 件 是 对 任 一 x*E， 有 4 中 
的 点 列 {x。}，x， 一 YX (n>%) 

定理 2 点 人 能 2 成 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 4*= 4 。 

Cc 证明] 如 果 4= 4， 那 未 A' 己 4= 4， 所 以 4 是 闭 集 。 
反之 ， 如果 A 是 闭 集 ， 那 未 4 己 4， 所 以 4= 4UA4 = 

5 证 毕 ] 

和 稠密 性 相对 立 的 概念 是 琉 朗 。 

定义 3 设 S 是 RR 中 点 集 。 如 果 点 集 S 在 每 个 不 空 的 开 集 
中 都 不 稠密 ， 就 称 S 是 院 朗 集 ， 或 称 无 处 稠密 集 。 

点 集 S 是 疏 朗 集 的 充 要 条 件 是 在 任何 开 区 间 (&,6 ) 中 
存在 开 区 间 (ap8 CCa 8 ), 在 (oa 8 ) 中 没有 S 中 
的 点 。 我 们 还 可 以 得 出 下 面 的 结果 ， 

琉 朗 集 4 的 余 集 C 4 一 定 是 稠密 集 。 事 实 上 ， 若 (a， 


8 ) 是 任意 -- 个 开 区 间 ， 其 中 至 少 有 一 个 子 区 间 (ca“ ,6 ) 
不 含 扫 中 的 点 ， 即 (a , 6) 含 有 CA4 的 点 ,换言之 ，(0,8B ) 
后 含有 C4 中 的 点 ， 所 以 余 集 C4 是 称 密 集 。 


$ 2.5 哥 西 (Cauchy) 点 列 与 点 集 的 完备 性 


大 察 知道 ,单调 有 界 序列 必 有 有 限 极限 , 即 单调 有 界 序列 
必 政 敛 ， 但 是 反之 未 必 ， 因 为 收敛 点 列 未 必 是 单调 的 ， 那 末 
收敛 序列 的 本 质 特 征 是 什么 呢 ? 

考察 一 下 收敛 序列 { x，} ,xs 一 Xoln->%) 。 由 极限 定 
义 。 对 任意 给 的 正 数 es, 存在 着 正 整 数 w， 使 得 当 m\” 二 六 时 


从 而 | ， zx 一 xo| < 可 
[x» 一 Xsltxn 一 xl +1xn 一 Xo| < 

这 就 是 说 ， 收 敛 序 列 必定 是 这 样 一 个 序列 ， 对 任意 给 定 的 正 
数 <2 ， 必 有 某 个 项 数 N (8) 存在 ， 使 它 的 第 入 项 后 的 任意 
两 项 之 差 的 绝对 值 都 小 于 预先 指定 的 正 数 < 。 这 正 是 收 皱 序 
列 的 基本 特征 性 质 。 为 此 ， 抽 象 出 哥 西 点 列 的 概念 。 
在 着 正 整 数 W， 使 得 当 m,n>> 时 ， 总 有 |x。-x| 三 2, 则 
称 { xx, } 是 一 哥 西点 列 ， 或 称 基 本 点 烈 。 

定理 ( 架 西 政 钱 原理 〉R 中 点 列 { x } 收 伍 的 充 要 条 
件 ，{ x*. } 是 一 哥 西 点 列 。 

[5 证明] 必要 性 已 经 证 过 了 ,现在 来 证 明 充 分 性 : 卫 中 哥 
西点 列 都 是 收敛 的 。 
设 { x。} 是 哥 西 点 列 ， 因 此 ， 它 必 为 有 界 的 ， 从 而 由 维 
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尔 斯 德 拉 斯 收敛 子 序列 原理 ,有 收敛 子 序 列 { xn } ， 且 不 妨 
设 yx 一 xX。 《no ) ， 我 们 要 证 明 x,>x。(n 卫 “ )。 


事实 上 ，{ x。} 为 哥 西 点 列 ， 对 任意 >0, 存 在 N,， 使 
当 m, nn 之 入 | 时， 有 |xm— Xa|<e/2 。 又 有 NM (>N 1)， 使 
当 ni 之 入 时 ， 有 |xn 一 Xo| < 2/2 (这 是 因为 V1 ?0 ) 2 


从 而 当 "> 六 时 (mV )， 有 


[xs— Xo | Ix — Xn, | + [xn, —% 


也 即 xs 一 X0 (n> )。 

由 此 可 知 ， 要 判断 一 个 点 列 是 否 收 敛 ， 只 要 看 一 看 是 否 
是 哥 西 点 列 就 行 了 。 值 得 注意 的 是 ， 哥 西点 列 概念 本 身 并 不 
希 由 知道 其 极限 是 什么 ， 它 完全 用 点 列 本 身 性 质 来 描述 的 。 
用 它 判 断 收敛 性 与 极限 定义 是 根本 不 同 的 ， 它 在 理论 分 析 论 
证 中 是 极其 重要 的 。 1 

另外 ， 要 指出 的 是 ， 收敛 原理 是 指 实数 集 尺 的 范围 而 言 
的 ， 也 就 是 说 ， 在 六 中 收敛 点 列 与 哥 西 点 列 两 个 概念 是 等 价 
的 。 但 如 果 限 制 在 有 理 数 集 Q 范 围 内 情况 就 不 是 这 样 了， 由 
有 理 数 组 成 的 哥 西 点 列 未 必 都 以 有 理 数 为 其 极限 ， 即 在 Q 中 
它 就 不 一 定 收 剑 了。 因此， 有 理 数 集 @ 中 收敛 点 列 与 哥 西 点 
列 两 个 概念 就 不 再 等 从 了 。 这 是 实数 集 尺 与 有 理 数 集 Q 的 根 
本 不 同 点 。 通 常 因此 称 尺 是 完备 的 ， 而 Q 是 不 完备 的 。 点 集 
的 一 全 请 定 义 如 下 。 

定义 2 是 R 中 的 点 集 ， 如 果 4 中 任何 哥 西 点 列 都 在 
4 中 收 煞 ， 则 共生 4 是 完 估 的 罕 则 际 耳 丰 完 和 的 
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例如 区 问 (0,1 ) 和 区 间 《0,1 ) 等 都 不 是 完备 的 事实 上 
{ 喷 引 是 其 中 的 哥 西 点 列 ， 但 在 〈0,1) 或 (0,1) 中 都 没有 


它 的 极限 。 但 是 只 要 在 (0,1) 或 (0,1 ) 中 添上 一 些 点 ， 使 它 
成 为 闭 集 ， 例 如 取 它 们 的 闭 包 得 到 闭 集 (0,1]， 就 成 一 个 完 
备 的 点 集 了 。 

完备 人 性 的 概念 是 十 分 重要 的 基本 概念 ， 尺 的 完备 性 是 尺 
的 根本 特征 之 一 ， 下 一 章 我 们 将 它 推广 到 更 一 般 的 抽象 空间 
中 去 。 


$ 2. 6 点 集 的 确 界 与 确 界 存在 原理 


设 4 是 直线 上 的 点 集 , 如 果 存 在 有 限 数 a, 使 得 对 于 一 切 
xcE-4， 都 有 ca<x , 则 称 4 是 下 有 界 的 。 如 果 存 在 有 限 数 5， 
使 得 对 于 一 切 xE4， 都 有 x< 委 5， 则 称 集 4 是 上 有 界 的 。 

车 集 4 既 是 上 有 界 ， 又 是 下 有 和 界 ， 凌 是 说 ， 存 在 着 点 a 
及 p， 使 得 对 于 一 切 x 4 ， 都 有 c<x 5， 则 称 A 为 有 界 
集 。 | 
当 集 4 上 (或 下 ) 有 办 时 ，4 的 上 界 (或 下 界 ) 不 是 唯 
一 的 。 但 是 .4 的 最 小 的 上 界 〈 或 最 大 的 下 界 ) 如 果 存 在 的 话 ， 
它们 都 是 唯一 的 。 我 们 引进 如 下 定义 ， 

定义 1 设 4 是 一 点 集 ，m 是 一 有 限 数 ， 如 果 具 有 下 述 
两 个 条 件 ; 

(1) 对 一 切 XEA， x 之 ms 

(2) 对 任何 正 数 < ， 必 有 xE 4 使 得 x<m+z， 我 们 称 m 
是 4 的 下 确 界 。 记 为 m= inf4.。 

-~ 31 = 一 


若 数 M 基 有 下 述 两 个 条 件 ， 

(1) 对 一 切 xXE4，x 反 MI 

(2) 对 任何 正 数 s， 必 有 xE 4 使 得 x>M - :， 我 们 称 M 
是 4 的 上 确 界 ， 记 为 M= sup4 。 

如 果 A 不 是 有 下 界 的 ， 规 定 4 的 下 确 界 是 -~“， 记 为 
inf 4 = -cs 。 同 梯 地 ， 如 果 妈 不 是 有 上 界 的 ， 规 定 4 的 上 
确 界 是 二 ~~， 记 为 sap4= +c ,一 个 集 4 有 上 (下 ) 确 界 
的 话 ， 它 未 必定 属于 这 个 集 4 。 

例如 设 4= (0,1) 


__ 工 2 ... 名 一 了 “| 
B={ 0, 5, 2 >， 


易 知 inf4=0E4， supA=1€A 
inf B=0€2B, supB=1€8B 

我 们 还 须 注意 上 下 确 界 与 最 大 、 最 小 值 的 区 别 及 联系 。 

不 难 明白 ，4 有 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ， 则 4 的 上 (或 
下 ) 确 界 必 存 在 ， 姻 就 是 4 中 的 最 大 值 〈 或 最 小 值 ) 。 但 是 
除了 4 是 有 限 集 ，4 未 必 有 最 大 值 〈 或 最 小 值 ) ， 我 们 马 上 
会 明白 ， 确 界 实 际 上 就 是 最 值 概念 的 一 种 拓 广 。 

什么 条 件 下 集 4 一 定 有 上 (或 下 ) 确 界 呢 ? 

定理 〈 确 界 存在 定理 ) 在 R 中 任 一 上 (或 下 ) 有 和 界 的 
非 空 的 集 4， 都 存在 唯一 的 上 (或 下 ) 确 界 。 

{证明 2 就 上 确 界 的 情况 来 证 之 ， 下 确 界 的 情形 完全 类 
似 。 

设 4 上 有 界 , 且 不 芒 设 4 无 最 大 值 。 因 为 若 max4 存 在 ， 
我 们 知道 ”max4= su p4， 就 不 用 证 明了 。 设 4 有 上 界 6， 
即 对 一 切 xEA，x<b 。 


任 取 acEA， 那 林 (co 的 4 必 是 无 限 集 , 不 然 4 就 有 最 
大 值 了 。 我 们 依照 1.1 定 理 1 的 证 明 方 法 ,可 得 一 列 闭 区 间 序 - 
列 {17. }， 满 足 


(Tray 0 了 7 一 7 n= 1 2, 


(2) He) -0 (n> ) ， 


(3) 2f 都 是 无 限 集 。 
故 存 在 唯一 的 一 点 EE Ts (Cn= 12，…) 且 EEC 。 

下 面 证 明 S=sup4 。 

1” 对 一 切 xE 4， x 志 5 是 满足 的 ; 

2” 对 于 任何 正 数 < ， 有 六 存在 使 得 

TC(ESE-e, E+e)=u(E) 

而 7, 门 A 是 无限 集 ， 必 有 x EA 站 1,CA 门 mn: (EE)， 从 而 有 E 
-2<xXEA, 所 以 E=supA， 

由 定理 的 证 明 过 程 可 知 ， 车 4 上 (或 下 ) 有 界 ， 并 且 4 没 
有 最 大 ( 或 最 小 ) 值 时 ， 则 sbp4 (或 i nf A ) 必 是 4 的 最 大 
的 (或 最 小 的 ?一 个 聚 点 。 因 此 , 确 界 与 聚 点 有 密切 的 联系 。 


$2.7 紧 集 


在 研究 实数 集 上 的 连续 函数 性 质 时 ， 还 会 遇 到 另 一 重要 
概念 一 紧 集 。 在 紧 集 上 定义 的 连续 函数 具有 一 系列 重要 的 
特性 。 

定义 ! 设 4 是 RR 中 的 点 集 ， 如 果 在 中 有 一 族 开 集 
{ G。}， 使 得 4 二 UG。， 则 称 集 族 { G。} 是 4 的 开 覆 盖 。 


定义 2 如果 4 的 每 个 开发 盖 总 含有 一 个 有 限于 履 盖 ， 


则 称 4 是 一 个 紧 集 。 
说 得 更 明确 一 些 ， 这 个 要 求 就 是 ， 如 果 { Ge } 是 4 的 开 
机 盖 , 那 末 { G。} 中 总 可 以 选 出 有 限 个 开 集 G。G。 ，…， 


G 。 使 得 


例 1 有 界 开 区 间 (0,1 ) ， 无 界 半 闭 区 间 [0，+- ) 都 _ 
不 是 紧 集 。 


事实 上 , 了 到 { Ge}= 上 Ln=1, 2,…} 


显然 是 (0,1 ) 的 开 覆 盖 ， 但 是 在 { G。} 中 选 不 出 有 限 个 子 
覆盖 ， 因此 (0,1 ) 不 是 紧 集 。 

同样 ,[0， +co) 的 开 材 盖 { Co } = { (~— 1,n)1n= 1,2, 
“…} 也 没有 有 限 子 履 盖 ， 故 [0，+ = ) 也 不 是 紧 集 。 

那么 什么 样 的 点 集 才 是 紧 集 呢 ? 读者 可 能 会 猜想 到 闭 区 
间 是 紧 集 ， 这 是 对 的 。 下面 著名 的 海 涅 - 鲍 羔 尔 (Heine- 
B ore1) 定 理 更 一 般 地 回答 这 个 问题 。 

定理 〈 海 混 - 鲍 莱 尔 定理 ) -4 是 尺 中 的 紧 集 的 充 要 条 件 
A 是 有 界 闭 和 集 。 

[证 明 ] 必要 性 : 设 4 是 紧 集 。 先 证 4 是 有 界 的 .事实 


上 ， 因 ACR= U (— n,n)o 即 { (—n, n) [n= 1,2, 
} 是 4 的 一 个 开 和 覆盖 ， 由 A 的 紧 性 故 存在 某 个 固定 的 六 ,使 得 
AC U (—-n,n)=(— NN, N) 
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也 即 44 是 有 和 界 集 。 
其 次 证 明 4 是 闲 集 ， 只 须 证 C4 是 开 集 。 
设 PE4，gE4， 分 别 作 P，% 的 互 不 相交 的 邻 域 Fry， 
人 好，。 由 于 4 是 紧 集 ， 所 以 4 中 有 有 限 点 gly ga，…，9。， 使 得 
ACG UG,UG =G 


如 果 令 vV=V, fr, fe Nv, 
那 末 TV 是 p 的 一 个 与 4 不 相交 的 邻 域 ， 因 此 ，VCCA， 从 而 
p 是 C4 的 内 点 ， 故 C4 开 集 ，-4 是 闭 集 。 

充分 性 ， 设 4 是 有 界 闭 集 ， 不 芒 设 4C5a;0。 假 定 4 不 
是 紧 集 , 则 必 有 4 的 某 个 开 覆 盖 C, 它 没有 有 限 子 履 盖 。 

把 cc,0 两 等 分 ， 在 其 左面 与 右面 两 个 小 闭 区 间 中 必 有 
一 个 记 为 1,， 使 得 4 站 7 ;不 能 被 G 的 有 限 个 成 员 所 覆盖 。 再 
等 分 7,， 有 7:， 使 得 4fi7: 不 能 被 的 有 限 个 成 员 所 覆盖 。 

依 此 法 继续 下 去 ， 可 得 到 一 列 闭 区 间 { 7。} ， 满 足 

(1) [op 二 7 一 71， 2=1)2，…， 


(2) 17.|= -去 (一 ->0 (n> ) 


3) 4f7。 不 能 被 4 有 限 个 成 员 所 覆盖 。 

由 (1)》(〈(2) 易 知 ， 存 在 :25E1。 (n=1,2,…)， 且 EE 
A'CCA4( 因 4 是 闭 集 ;， 故 对 任何 %"， 有 EEAN 站 7,, 由 于 EEA， 
必 有 某 个 Co。EG ， 使 得 ECG。， 由 Gs 是 开 集 ， 必 存在 5 汪 0 
， 使 得 us(5) CGo， 因此 ，ANnIT,Cu (5E) CGaEG， 
这 就 与 (3 ) 相 了 矛盾 ， 因 此 ， 有 界 闭 集 4 必 定 是 紧 集 。 [证 毕 ] 

出 此 ， 我 们 得 出 如 下 十 分 有 用 的 几 个 推论 。 

推论 ! 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 集 。 

推论 2 A 是 紧 集 的 充 要 条 件 4 的 任 一 无 限 子 集 都 有 聚 


点 ， 并 又 点 属于 4 。 

推论 3 .4 是 紧 集 的 充 要 条 件 .4 的 任 一 点 列 { x,} 都 有 收 
敛 子 列 ， 且 子 列 的 极限 都 属于 -4 。 

这 里 我 们 要 指出 ， 前 面 介绍 的 聚 点 原理 ， 确 界 存 在 原理 
以 及 海 滥 - 鲍 荣 尔 定理 及 其 推论 都 是 从 不 同 角度 刻 划 了 实数 
集 的 本 质 属 性 一 一 连续 性 或 完备 性 。 运 用 这 些 结果 就 可 以 建 
立 起 整个 数学 分 析 的 理论 ， 所 以 它们 是 理论 上 很 重要 的 一 批 
基本 定理 。 


习题 


1。 证 明 任意 点 集 的 内 点 全 体 成 一 开 集 。 

2。 证 明 任意 点 集 的 导 集 是 闭 集 。 

3。 证 明 (i) AcB,， A'CB’ 。 

(ii) CAUB)’=A’UB’ 。 

4。 设 F(Cx) 是 (-==，+co) 上 上 的 实 值 连续 函数 ， 对 
于 任意 常数 o 瓦 ={xIf(x)>acj} 是 一 开 集 ， 而 己 = 
{ xlf (xz) > } 总 是 闭 集 。 

5。 证明 p。E€ A 的 充 要 条 件 是 对 任何 含有 po 的 邻 域 4 
( po ) 《不 一 定 以 po 为 中 心 ) 中 , 必 有 异 于 加 的 点 如 Eu 


( 事实 上 ， 这 样 的 请 还 有 无 穷 多 个 ) 。 
6。xE4， 当 且 仅 当 对 于 任何 正 数 6，A 站 us(x) 计 4 。 
7。 证 明 开 集 减 闭 集 后 的 差 集 仍 是 开 集 ， 闭 集 减 开 集 后 


的 差 集 仍 是 闭 集 。 
8。 收 敛 数 列 { x,} 是 否 必 有 聚 点 ? 车 { x, } 有 聚 点 ， 


{ x,} 是 否 必 有 极限 ? 
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9. 求 证 { x。} 收敛 当 且 仅 当 { xs} 任 一 子 列 都 收敛 。 
10。 求 证 哥 西 点 列 必 是 有 界 点 列 。 
11. 设 f(x ) 的 导 函 数 fF (xx) 在 玉 上 有 界 ， 求 证 7 在 4 


上 是 一 致 连续 的 。 
13. 判 定 下 列 函数 序列 的 一 致 收敛 性 
(1) ff.(x)= 上 0<x<1 
nxX 
(2) f.(x)= - ] +n2x? 0<<x<1 o 


第 三 音 ”度量 空间 


本 音 讨 论 度量 空间 , 它 是 泛 函 分 析 中 的 基本 内 容 , 可 看 作 
是 一 维 欧 氏 空间 的 直接 推广 。 它 在 泛 函 分 析 中 的 地 位 和 作用 
相当 于 RR 在 数学 分 析 中 的 地 位 与 作用 。 因 此 ， 上 度量 空间 的 性 
质 与 理论 的 学 习 为 进一步 学 习 本 课程 的 其 它 内 容 竟 定 基础 。 


$3-1 度量 空间 及 其 例子 


首先 让 我 们 回忆 数学 分 析 中 的 极限 概念 。 我 们 定义 
{ x* } 的 极限 是 x， 要 用 绝对 值 jx, -x| 来 表示 x, 和 x 的 接近 
程度 。 如 果 我 们 将 实 直 线 R 任 何 两 点 ae 和 b 之 间 的 距离 1a- 2 
用 dg (a，6) 加 以 表示 ， 那 么 所 谓 R 中 点 列 { x， 了 收敛 于 >， 
就 意味 着 x, 和 x 之 间 的 距离 随 a 一 而 趋 于 0， 即 


lim d(x,,x)=0 
1—>%” 


这 使 我 们 想到 ， 在 一 般 的 点 集 4 中 如 果 也 有 “距离 ”， 那 么 
在 点 集 4 中 也 可 借 这 一 距离 定义 极限 ， 这 对 研究 集 的 性 质 将 
是 极 重 要 的 工具 。 那 么 ， 究 竞 什么 是 距离 呢 ? 

定义 1 设 广 是非 空 集 ， 若 对 于 XX 中 任意 两 个 元 素 x,y， 
都 有 唯一 确定 的 实数 d (x,y ) 与 之 对 应 ,而 且 这 一 -对 应 关系 
满足 下 列 条 件 ， 

(1) d(x,») 宇 0,d(x,y)=0 当 且 仅 当 x= y; 

(2) d(x,y)=d(y,x); 

(3) d(x,y)<d(x,2)+d(y,2) 。 
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则 称 d《 x,y ) 是 x，y 之 间 的 距离 ， 称 (X,d ) 为 度量 空间 
或 距离 空间 。 和 中 的 元 素 称 为 点 ， 条 件 〈3 ) 称 为 三 点 不 等 


式 或 三 角 不 等 式 。 
如 果 (ad ) 是 度量 空间 ， 了 是 X 的 一 个 非 空子 集 ， 则 


(了 ,4d ) 也 是 一 个 度量 空间 ， 称 为 《多 ,Qa ) 的 子 空间 。 
下 面 我 们 举 一 些 度量 空间 的 例子 。 
例 1 nn 维 欧 氏 空 间 R" 
对 不 "中 任意 两 点 
X= (5 ) ,Y= (TI ) 


规定 距离 如 下 
dx 人 DS E02) ) (a) 
容易 验证 ?+( x,y ) 满足 距离 条 件 ， 首 先 条 件 (1) (2) 显 然 是 
满足 的 ， 验 证 条 件 (3)。 为 此 先 证 明 哥 西 不 等 式 


Sa'y (之 bi2z) 


(5) 
其 中 a; ,5; (z= 1,2,…n) 为 实数 ， 任 取 实 数 则 


0< 之 (+XDi )。 
i=1 
二 > ‘4 + 2 和 Sab +A’ > 5:7 
i=1 


i=] i=1 


左 端 是 ^ 的 二 次 三 项 式 ， 它 对 入 的 一 切实 值 都 是 非 负 的 ， 
故 其 判别 式 不 会 大 于 零 。 即 


( > 0)) < > az 。 Zo 


所 以 哥 西 不 等 式 (2 ) 成 立 ， 由 哥 西 不 等 式 可 得 


Da, +b; )? 


1=1 


捍 


nt 和 
三 > ai 十 2 > ib;+ Do, 
1 =1 


i= i= i=1 


寺 > a +2 (之 ci 之 十 > 5 
=1 i=1 i= 


- [了 ud 5) 3) (5b’ ) 
在 有 ?中 任 取 Y= (33529307= C9172 50'501) DD= (6 
《ap 并 在 (8 ) 中 令 ai= 王 -Di 一 TIE=1， 
1,…n)， 立 即 得 到 三 点 不 等 式 ， 
d(xz, YE<A(z, 2)+d(z, y) 
因此 请" 按 距离 (1 ) 是 一 度量 空间 。 
在 中 ， 我 们 还 可 以 引入 如 下 的 距离 


d(xYy)= max |E 一 让 | (a’) 
1&it&l 


则 Ql 也 满足 距离 的 全 部 条 件 ， 故 R 按照 4， 也 是 一 个 度量 空 
间 。 

上 述 例 1 告诉 我 们 ， 在 一 个 集合 中 定义 的 距离 方式 不 是 
唯一 的 。 一 般 地 说 ， 如 果 在 一 个 非 空 集 叉 中 定义 了 距 离 4 与 
di; 当 d(xz,y) 三 2,(z,y) 时 ， 那 么 按照 距离 d 与 按照 距离 d， 
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所 成 的 度量 空间 必须 看 成 是 不 同 的 ,在 例 一 中 ，R* 按 照 (4 ) 
定义 的 距离 与 按照 (a/ ) 定义 的 距离 是 两 个 不 同 的 度量 空 
何 。 

例 2 在 实 直线 有 上 另外 规定 一 种 距离 d, 如 下 , 当 x;y E 
R 时 
Iz—y| 


a = TY 


显然 ,满足 距离 的 条 件 (1) (2 ) ， 为 了 证 明 d ,满足 三 点 不 
等 式 ， 我 们 只 要 证 明 ， 对 于 任意 的 复数 ,5 成 立 着 不 等 式 


la+5| el bl 
1t+la+p < +lal tT Tr 《2 1) 


事实 上 ， 由 于 在 实数 区 间 [0， + co ) 上 的 函数 


= 
中 (z) = 工 十 全 


是 单调 增加 函数 ， 由 不 等 式 ja+bj 反 leil+ 15| ， 我 们 得 出 


e+a| lal+|6| 
1 + |1a+D| < ee 


al ， ol 
1+lal+|6| 1+ [al+15| 


|e | 12 | 
T+lal TD 


< 


所 以 〈c ) 式 成 立 。 

例 3 序列 空间 S 

设 S 表 示 实 数列 ( 或 复数 列 ) 的 全 体 , 对 5 中 任意 两 点 
T= CElsE2 ss Es ) Y= ,0s ) 


少 


- .1 Er-nil 
0 
我 们 来 验证 如 此 定义 的 d (x,y ) 满足 距离 条 件 。 事 实 
上 ， 可 以 仿照 例 2 的 办 法 来 验证 它 满足 三 点 不 等 式 。 
令 z= (5 ) 即 得 


< 1 |E: ~ Li 十 ei 一 2 _ 
d(x, y)= > 2 1+|&E; 一 《+ 一 mi 


i=1 


= 1 
< 之 (Te i + 
=d(x,z2) +d(z,y) 

例 4 空间 CLa,6) 
Cra， 约 表示 闭 区 间 [o， 所 上 实 值 (或 复 什 ) 连续 函数 

全 体 。 对 CCa,6) 中 任意 两 点 x,y， 定 义 它们 的 距离 为 

d(x, y)= Max [z(t) — y(t)| 《qd ) 


则 Cta,52 按 距离 (d ) 成 为 一 度量 空间 。 事 实 上 ， 距 离 条件 


(1)(〈2) 都 是 明显 的 ， 我 们 仅 验 证 三 点 不 等 式 ， 设 x(1)， 
y(t)，2z(t) ECra,6b]】 则 


{zt yD SIzt) z(t) | + {z(t)— y(t)! 
max jz(D -yl | 志 max Iz(t) — z(t))| 
有 


可 号 
十 max [2(1) — y(t) | 
所 以 有 


d(T,y)<d(r,2) +d(2,») 
因此 ，Cfc,0 按 照 距 离 (d ) 确 为 度量 空间 。 
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例 5 让 空间 

满足 S |r’ < 的 实 (或 复 ) 数列 z= 《zs} 的 
全 体 称 为 1* 空间 。 

设 z= {zi} ，y= {ys}E1? 定义 它们 的 距离 


d(x, y)= (Sry ) (e) 
则 全 空间 按 距 离 (e) 成 为 一 度量 空间 ， 距离 条 件 (1) (2 ) 容 
易 得 出 ， 现 验证 条 件 ( 3 ) 成 立 。 
.对 固定 的 nn， 了) 一 (1525 5030… ) 和 yy = 
Cy yas 9 yn 0，0， … ) 都 是 "中 元 素 ， 故 对 固定 
的 x 有 哥 西 不 等 式 


(5 3 <> Th > ye 


y=1 是 一 
不 等 式 右 端 令 #s 一 cc 即 得 
(Driys)’ <> 和 了 和 
x=1 ££=1 
由 此 可 得 
Sx +t ya)? 
是 到 
-Se ti Dryer 之 
k=1 


Bet Sy > + D9 


R= kol k=1 
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2 


=[ CZ) CP» 2 


今 取 5E= {E14}, 7= 19 = 以 Xe=E 一 ty 
34=74- 代入 上 式 ， 即 可 将 三 点 不 等 式 
d(E, 7)<d(E, £) +d(l, 7) 
例 6 有 和 界 函 数 空间 8B (A4) 
设 A4 是 一 给 定 的 集合 ， 令 B(A) 表 示 A4 上 有 界 实 值 (或 复 
值 ) 函数 全 体 ， 对 BC 4 ) 中 任意 两 点 x、y， 定 义 距 离 


d(x,y)= suplx(t) — y(n)| (f) 
d (x,y ) 显然 满足 条 件 (1) (2)， 此 外 ， 对 所 有 的 +:€4 
成 立 
ix) -yD Ix(t) 201) | + |2(t) -y(t))] 


<sup ‘x(t) ~ z(t) | +sup|z(t) — y(t)| 


所 以 


suplx(t)— y(t) | <suplx(t) — 2(t)| 
+sup]z(t) — y(t)| 


即 d 《x,y ) 满足 条 件 (3 )， 特 别 地 当 ”A= [Ca,6J 时 ， 记 8 
《A4) 为 BCa,b] 。 


$3.2 度量 空间 进一步 例子 


为 了 进一步 举 度量 空间 的 例子 ， 我 们 先 来 介绍 两 个 重要 
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不 等 式 。 
引 理 1 ( 荷 尔 德 Hold er 不 等 式 ) 设 p.q>1， 1 + 


= 1， 称 p,q 为 对 偶数 ， 册 对 于 任意 实 《 或 复 ) 数组 
y= { ze】 y= (ak } ，， 都 有 荷 尔 德 不 等 式 


1 


> EE 9> | zx 一 


闻 1 


x( ZE yl (Co) 


k=1 


5 证明] 为 了 证 明 不 等 式 (u) ,首先 证 明 杨 格 (young》 
不 等 式 ，p、9 为 对 偶数 ，a,b 宇 0 则 有 杨 烙 不 等 式 


q 

不 妨 假 设 a>b5 (a<b 情 形 类 似 证 之 ) ， 为 此 ， 我 们 考虑 (x， 
y ) 平面 上 由 方程 y= x*~! 所 定义 的 曲线 ， 这 曲线 也 可 由 方 
程 z=y~! 来 定义 《图 3-1 )， 从 图 形 中 可 见 ,总 有 面积 
Si+S 二 ap， 而 面积 


所 以 


现在 取 1 


| x | 
CQ 一 
(之 xily) 7 
ly | 
br = 


Iz | [yr | 
a 1 tl 


一 46 一 


< - 《 [x1]?* ) 
t=1 
pr‘ 之 1x; 1 ) 
i=1 
+ 1! ( 2 lyils) 
gC By) 
i=1 
ili-1 
了 og 
所 以 Ixvil<C OB x?) 
k=1 下 = 了 
x SB ly) 
k=1 


在 不 等 式 两 端 令 *-*co， 得 到 无 穷 数列 { x。 } ，{ vy。} 情形 
时 的 荷 尔 德 不 等 式 ， 


1 


Sx Dx) 
k=1 x=1 
x( EB ly (48) 


荷 尔 德 不 等 式 还 能 推广 到 积分 形式 ， 设 p,o 互 为 对 侦 
数 ，p,9>1， 则 对 于 任何 ANDEZD2 [Ca,5), g(t) EL’Ca, 
8， 有 


中 


， 6 
1 
| I7(t)9Ct) 1dt<( 人 [fC2)12d1t) 2 x 


引 理 2 〈 阅 可 夫 斯 基 Minkowski) 不 等 式 ” 设 p>1, 则 
对 任何 数组 {xs } ",，{ we 上 -都 有 网 可 夫 斯 基 不 等 式 


1 
( Blutul’) < 《 > lxil* > 7 


十 《 之 yl (d) 


Cc 证明】 当 户 =1 时 ， 不 等 式 显 然 成 立 。 
设 1<p<+~， 则 有 


> [zityil*<e 之 [x Tye)? zx! dc) 


t=l1 上 = 下 


= > |xil ix ttyl -! 


+ > lyrllzetyl’! 
k=1 


由 荷 尔 德 不 等 式 (a). 令 zr= 《|xi| 土 Ijyi|)*-'， 则 上 
述 不 等 式 的 右 端 第 一 项 为 > Ixi11lzi|， 故 得 


> lzillx: | p> Ixil?) 信人 D> |zs 1 
k=1 k=1 


k=1 
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中 ，9 = -2 _ ， 对 第 二 项 施行 同样 的 手续 ， 即 可 得 


1 本 Bl 
5 drwyvlyel Boz:lyl) ) 7 
x( 之 lz + 之 ls 去 
k=1 k=1 
fn pp—1 
两 端 除 以 ( 之 (lzil+lyil)*) p ， 得 
CB dr yd Te DB zd?) 
£=1 k=1 
+( 之 ly ) 二 
k=1 
由 于 CC OB atv de DB dziltlyil)’) 生 
k=1 k=1 
故 不 等 式 《(d ) 得 证 。 
类 似 地 亦 有 , 当 {xz,}，{y，} 是 无 穷 数列 时 
( DB lrzityl)<( 之 [zi|?) 全 
k=1 £=1 


+( BS lyl’)7 (ee) 


EE=1 


当 f，g EL?[Ca,5J 时 有 积分 形式 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 : 


如 
( 人 |1(1) +g(t) | ?dt) < | Ct)1 ?ad1) 万 
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+ IgGpDlrdb 去 Cf) 


例 1 空间 (pp 之 1) 


由 满足 条 件 。 沁 151'<+~ 的 所 有 可 能 的 实 《 或 


复 ) 数 到 x = {。 } 的 全 体 ， 称 为 1 空间 。 
定义 距离 为 


C2 


dz) BD Emly 人 Cg) 
其 中 ， y= (0 29 pe Mg 9 则 2? 是 一 度量 空 间 ， 实 
际 上 ， 根 据 闵可夫 斯 基 不 等 式 (d ) ， 对 任何 "总 有 不 等 式 


3 nde BD Eq)7 
k=1 


£=1 


了 1 
+( 之 [m2]? 
t=1 


按 假设 。 级 数 


> | 和 | 与 D> | 76? 


k=1 


是 收 化 ， 所 以 ， 当 mn 一 ~ 时 的 极限 ， 就 有 


从 而 左 端 的 级 数 也 收敛 。 这 就 证 明了 由 《29 ) 式 所 定义 的 距 
离 满 足 三 点 不 等 式 ， 当 然 条 件 (1)(2) 是 显然 成 立 的 。 

例 2 Lca,b) 空 间 (Pp 宇 1 ) 

设 x(#) 是 定义 在 闭 区 间 Ca,b62 上 的 勒 贝 格 (Lebesgue) 
可 测 函 数 ， 如 果 积 分 


| [x(t)1*dt<+= 


就 说 函数 x(t)p 方 可 积 函 数 ， 记 为 x(t) ELt[a,6b),p=1 时 
就 是 工 可 积 函 数 类 用 Lca, 妃 表示 ， =2 时 站 做 平方 也 可 积 函 
数 类 ， 记 为 L*[a,b]。 

对 于 任意 x(t)，y(t) EL?tta，65)， 规 定 中 . 


下 
dx 人 = | x(t yt rary Ch) 


显然 d(x,y) 宇 0,d(xX,y)=0<G 信 X= yysd(x,y)= d(y, 
xX)， 而 三 点 不 等 式 可 由 闵可夫 斯 基 积 分 不 等 式 (f ) 直 接 导 出 。 
所 以 L?*Ca,6J 是 一 个 度量 空间 。 

例 3 离散 的 度 景 空间 . 

设 % 为 任 一 非 空 集 ， 对 于 x,yEX， 令 
当 xy 
当 X=y : 
显然 4(x,y) 满 足 距离 条 件 ， 因 此 访 按 4 成 为 一 个 度量 空间 ， 
一 个 度量 空间 中 ， 如 果 任 何 两 个 不 同 点 之 间 的 距离 始终 大 于 
一 个 正 的 常数 ， 那 末 就 称 这 个 度量 空间 是 离散 的 。 这 也 说 明 
任 一 非 空 集 都 可 以 在 其 上 适当 地 引进 距离 ， 使 之 成 为 离散 的 
度量 空间 。 

综 上 所 述 ， 对 于 度量 空间 ， 我 们 应 当 注意 ， 


1 
d(x,y)= 
0 


工 对 于 任何 一 个 非 空 集 ， 我 们 总 可 以 定义 距离 ， 而 且 定 
义 距 离 的 方式 一 般 说 来 不 是 唯一 的 ， 但 我 们 应 该 根据 集 的 特 
点 适当 地 引进 距离 ， 以 期 充分 反映 其 特点 ， 钢 如 对 Cra,62、 
我 们 常用 (d ) 式 定义 距离 ， 对 于 LC5a,b)， 我 们 常用 (有 》 
式 定 义 距离 ,只 有 这 样 ,在 理论 上 或 实践 上 才 有 较 大 的 意义 : 

2“ 如 采 一 个 非 空 集 上 定义 了 两 个 距离 ， 那 么 由 它们 导 
出 的 收敛 概念 可 以 是 一 致 的 也 可 以 是 不 一 致 的 。 


$3.3 度量 空间 中 的 点 集 


为 了 进一步 研究 度量 空间 中 的 极限 、 连 续 等 概念 ， 有 必 
要 研究 度量 空间 中 的 点 集 。 我 们 把 中 关于 点 集 的 某 些 概念 
拓 广 到 度量 空间 中 ， 大 多 数 定义 的 叙述 和 定理 的 证 明 ， 几 平 
可 以 逐 字 逐 句 地 移植 过 来 。 而 无 须 作 多 大 的 改变 。 尽管 如 
此 ， 由 于 度量 空间 的 广泛 性 ， 我 们 仍然 要 仔细 对 待 这 些 概 念 
的 拓 广 ， 有 必要 时 将 指出 其 中 的 差别 。 

定义 1 设 X 是 一 个 度量 空间 ，x E 拒 ,3>0， 则 称 王 中 的 
点 集 { yld(x,y)<6,yE 革 } 为 以 x 为 中 心 ， 以 6 为 半径 的 开 
球 ， 称 { yld(x,y)<6。y EX }) 为 闭 球 ， 分 别 记 为 B(x,6》 


和 B(x,6)， 有 时 也 把 开 球 记 为 B(x)。 开 球 Batx) 也 称 为 x 的 
一 个 5 邻 域 。 
定义 2 设 XX 是 一 个 度量 空间 ,GCX,xEX, 如 果 存 在 x 
的 一 个 邻 域 Ba(x)CCG，。 则 称 x 是 G 的 内 点 ， 显 然 G 的 内 点 都 
属于 C， 如 果 C 中 的 一 切 点 都 是 它 的 内 点 ， 则 称 G 为 开 集 。 
设 G 是 包含 点 x 的 开 集 ， 我 们 也 称 G 为 x 的 一 个 邻 域 。 由 
定义 立刻 知道 ，X 中 的 任何 开 集 一 定 是 某 些 开 球 (可 能 是 
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无 穷 多 个 ) 的 并 ， 而 任何 一 个 开 球 本 身 也 是 开 集 。 


关于 度量 空间 中 的 开 集 ， 我 们 也 有 如 下 的 基本 人 性质 

定理 1 设 了 是 度量 空间 ， 则 

《1) 空 间 天 与 空 集 b， 都 是 开 集 ; 

(2) 在 卫 中 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ， 

(3) 在 天 中 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 。 

由 于 几乎 可 以 逐 字 逐 句 重复 8 2.2 定 理 1 的 证 明 ， 帮 本 定 
理 证 明 从 略 。 

定义 5 设 XX 为 度量 空间 ，.A4 往 人， 对 于 x6 的 任 何 一 个 
邻 域 Bs(xo) 中 ， 都 含 有 4 中 异 于 xn 的 点 ， 即 《B(xo) 一 
{xo }) 站 4sb， 则 称 xo 是 4 的 聚 点 〈 也 称 极限 点 ) 。 

4 的 聚 点 全 体 所 成 之 集 称 为 4 的 导 集 ， 记 为 4/。 

定义 4 如 果 集 4 的 聚 点 全 部 属于 4， 即 4/ 己 -4 称 .4 是 闭 


集 ; 称 ANA’ 为 4 的 闭 包 记 为 4=AN 4。 

关于 度量 空间 的 闲 集 也 有 下 面 的 一 些 重要 性 质 。 

定理 2 设 X 为 度量 空间 ，ACX，A 为 闭 集 的 充 要 条 件 
是 :4 中 任何 一 个 收敛 点 列 必 收敛 于 4 中 一 点 。 

定理 5 设 X 为 度量 空间 4 一 X，.-4 为 闭 集 的 充 要 条 件 
是 站 - 4=CA 为 开 集 。 

于 是 由 笛 摩 根 公式 及 定理 1 可 证 明 。 

定理 4 ” 设 XX 为 度量 空间 ， 则 

(1) 空 间 X 与 空 集中 都 是 闭 集 ; 

(2) 久 中 任意 多 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ， 

(3) 久 中 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 。 

定理 5 ” 设 X 为 度量 空间 ，ACX，A 为 闭 集 的 充 要 条 


件 是 4=A。 
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证 明 见 $2.4 定 理 2。 

由 于 集合 的 任意 性 (只 要 非 空 ) 以 及 在 XY 上 定义 的 距 离 
的 多 样 性 ， 在 一 般 的 度量 空间 中 的 开 集 闭 集 等 将 出 现 不 同 于 
欧 几 里 得 空间 的 新 情况 。 

例如 ， 当 飞 是 离散 的 度量 空间 时 ， 对 任何 YE 失 ， 以 * 为 
中 心 ， 以 某 正 数 为 半径 的 开 球 只 含 x， 因 此 ，X 中 的 每 一 
个 单元 素 集 都 是 开 集 ， 再 由 开 集 的 性 质 以 及 开 集 和 闭 集 的 关 
系 ， 可 知 每 个 单元 素 集 又 都 是 闭 集 ， 于 是 每 个 单元 素 集 是 既 
开 且 闭 的 集 。 这 种 情况 在 欧 几 里 得 空间 中 不 可 能 出 现 , 对 于 欧 
几 里 得 空间 来 说 ， 其 中 既 开 且 闭 的 集 只 有 空间 本 身 和 空 集 。 


$8 3. 4 度量 空间 的 极限 .稠密 集 ， 可 分 空间 


在 度量 空间 中 ， 可 以 象 数 学 分 析 一 样 定义 点 列 的 收敛 概 


全 
‘no 


设 {x, } 是 ( 针 ,d ) 中 点 列 ， 如 果 存 在 XEX， 使 
limd (x, ,x ) =0 


或 者 说 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 es， 存在 着 正 整数 V， 使 
得 当 *> 闵 时， 都 有 
d(x,,x) <e 
limx, = xX 或 x, 一 x 
类 似 于 RR， 可 以 证 明度 量 空间 中 收敛 点 列 的 极限 是 唯一 


的 。 
定义 1] 设 X 是 度量 空间 ，4CX《4 非 空 ) x EX， 称 4 
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(x,A) =infd (zsy ) 为 点 x 到 子 集 4 的 距离 。 


定义 2 度量 空间 XX 的 子 集 4 称 为 有 界 的 是 指 存 在 天 中 


的 某 个 闭 球 B (xo50) 使 4CB(Cxo 6)。 

显然 ，4 有 界 的 充 要 条 件 是 对 任何 XEX, 可 以 x 为 中 心 ， 
以 充分 大 的 6 为 半径 作 开 球 B(x)， 使 A4CCBs(x)。 

定义 3 设 4CX，A 非 空 ， 称 6 (A) = SuUpd(x,y) 
为 4 的 直径 。 

显然 ，4 有 界 的 充 要 条 件 是 6(A4) =supd(x,y ) 
有 限 。 

下 面 讨 论 某 些 具体 空间 中 点 列 收 敛 的 具体 意义 。 

例 1 民 ' 为 4 维 欧 氏 空 间 

X = (ECn)， Ea) Ea ) m=1,2,… 为 RR* 中 的 点 
列 ,x=《〈55:，… 5E。) ER*， 不 难 证 明 { x，,} 按 距 离 


d(xn, 2X) =( 之 (EC”") 一 ED) > 3 


收 伊 于 x 的 充 要 条 件 为 对 于 每 一 个 1<i<<n， 有 &1 5") 一 &， 
(m=>~ )。 

例 2 Cra,6) 空 间 

设 { x。 } 及 x 分 别 为 Cre, 的 中 点 列 及 点 ， 则 

d(x,,X) = max|x,(t) x(t)| 收 敛 于 0 的 充分 必要 条 件 


为 函 数列 { x，} 在 Ca,6) 上 一 致 收 伍 于 x(t)。 
[证 明 ] 设 {x.(t) } 按照 距离 d (x ;%*) 收 傅 于 x(t) 即 


limd(x,,x)=0 
一 > co 
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也 就 是 当 n 一 oo 时 ， 


max|x,(t)— x(t)|—0 
这 意味 着 对 任意 给 的 : 宝 0， 存 在 N， 当 n>> 入 时 


max|x,(t)— x(t)| <e 
eitai 


因此 ， 对 所 有 的 1ECa,6J])， 只 要 n>N (人 与 :无关 而 仅 与 
有 关 ) 就 有 

[x,.C1) — x(t) | <e 
即 人 {x,(f) } 一 致 收敛 于 x(t)。 

反之 ， 设 {x,(t) } 作为 函数 列 一 致 收 伍 于 x( ， 则 对 

任 给 s>0， 存 在 WCGV 与 :无 关 仅 与 s 有 无 ) 使 得 当 ? 盖 六 时 ， 不 
等 式 

|x,(t)— x(t)|<e 
对 于 所 有 的 1€E [a,0] 一 致 地 成 立 。 于 是 


max|xa(f)— X(t)|<e 


即 d(x, ,Xx) 和 三:， 因 此 ，d(x,,X) 一 0, 这 表明 {x,(t) } 作 为 
空间 Ckay,a] 中 的 点 列 收敛 于 x(t)。 

例 3 序列 空间 S 

设 X= 《三 ,Cn)， EsC™), + s Ec™), | = 1 2，… 及 

X= 《El 2 1》 分 别 为 S$ 中 点 列 及 

点 ， 下 面 证 明 点 列 { x。} 收敛 于 x 的 充分 必要 条 件 为 Y。 依 座 
标 收敛 于 x， 即 对 每 个 自然 数 ?， 成 立 E: 7 一 5 。 

事实 上 ， 如 果 x。 一 x， 即 


__ < 1 国 1 5 一 上 | 
av 之 21 JE Cm .0°) 
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所 以 对 任何 自然 数 ;:， 因 为 


Ei 一 < <2qd(r,sT) 
1+|E:™ -El "” 


[8 | 
所 和 I+ E787 


当 m->co 时 收敛 于 0， 因 此 ， 对 任意 给 定 的 正 数 :， 存 在 自然 
数 入 ， 使 得 当 m 二 信 时 ， 成 立 


[EVE ee 

工 二 | 82 一 名 [re 
由 此 可 得 |5E,‘" -5;|<<e, :这 说 明 对 每 个 i =1,2,* 当 m 王 00 
Ei(") ->E,, 反之 ， 若 对 每 个 = 1， 2， 9. 成 立 着 5;'" 一 8 


D 


《moo ) ， 对 任何 给 定 的 正 数 e， 因为 级 数 之 二 


reml 2° 
收敛 ， 所 以 存在 自然 数 m， 使 | 
2 1 [3 
和 车 和 
又 对 每 个 i = 1 ,2,…， m—1, 存在 N;， 使 当 2>> AN ;时 
[Ei Sil 2 
令 V= max{ N,，Ni，…No-i)， 那 么 当 n>> 六 时 ， 
mr—1 CDE | 一 1 1 2 > 
SS 1 ls 5 5 1 
二 2 1+80725 人 2 1 + 二 2 


所 以 ， 当 n> 和 时， 有 
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Ei 
czz)= DD 2 1+[E"— El 


r=l 


2 tn) 
+ 之 到 + 入 rT < 
Ds,—>z。 [证 毕 I 
由 上 面 一 系列 例子 可 以 看 到 ， 尽 管 在 每 个 具体 空间 中 各 
种 极限 概念 不 完全 一 致 〈 依 坐标 收 伍 ， 一 致 收 敏 等 ) ， 但 当 
我 们 引入 适当 的 距离 以 后 ， 都 可 统一 在 度量 空间 的 极限 概念 
之 中 ， 这 就 为 统一 处 理 提供 了 方便 。 
下 面 我 们 引入 度量 空间 中 稠密 性 和 可 分 空间 的 概念 。 
第 一 这 里 我 们 已经 讨论 过 欧 几 里 得 空间 中 点 集 的 稠密 性 
， 不 难 把 它 拓 广 到 一 般 度量 空间 的 点 集 上 。 
”定义 4 设 及 是 度量 空间 ， 4 及 B 是 怀 中 的 点 集 。 如 果 B 
中 任何 一 点 x 的 任何 领域 中 都 含有 和 集 4 中 的 点 ， 就 称 4 在 8 中 
称 密 。 当 B= 下 时 ， 称 A 为 的 称 密 子 集 。 
同样 我 们 也 有 下 面 的 定理 。 
定理 1 〈1).4 在 B 中 稠密 的 充 要 条 件 是 4 一 P。 
(2) 4 在 好 中 稠密 的 充 要 条 件 是 对 任 一 x ES 已 ,有 
4 中 的 点 列 {1z, ，x 一 (>ce ) 
定义 5 设 有 是 度量 空间 。 如 果 对 于 XX 中 的 点 集 B8 存 在 有 
限 集 或 可 列 集 { x. } 己 有 在 2 中 稠密 ， 就 称 B 是 可 分 点 集 。 
这 时 必 有 B 中 的 有 限 个 或 可 列 个 训 在 中 箭 呈 。 事实 
上 ,由 定义 {x } 在 8 中 稠密 ， BN Blr,, 二 ) 不 空 ， 任 取 
其 中 的 点 zu， 如 中 的 这 些 点 的 全 体 { zx:, 1} 就 在 2 中 稠密 。 
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当空 间 下 本 身 是 可 分 时 ， 称 半 是 可 分 空间 。 

例 1 。” 维 欧 兵 空间 尺 * 是 可 分 空间 。 事 实 上 坐标 为 有 理 - 
数 的 全 体 是 五 "的 可 列 稠密 子 集 。 

例 2 ”离散 度量 空间 怀 可 分 的 充 要 条 件 为 浆 是 可 列 集 。 

事实 上 在 民 中 没有 稠密 真子 集 ， 所 以 和 中 唯一 的 稠密 子 - 
集 只 有 下 本 身 ， 因 此 ， 尺 可 分 的 充 要 条 件 为 也 是 可 列 集 。 

例 3 ”空间 六 (1 返 p<- ) 是 可 分 的 。 

因为 形 如 y = (VisYy2 Ym 0 “), 而 yy: ，… ;Yn 是 : 
有 理 数 的 点 的 全 体 4 是 可 列 集 ， 它 在 记 中 稠密 。 事 实 上 ， 任 : 
取 x= 《zi }， 设 zE1?*， 今 证 xE4。 由 于 |zi|1*<oo， 


fel 


对 任意 正 数 :， 必 有 m 使 得 


之 xi < (人 二) 


emt+l1 


再 取 有 理 数 y， sV29 "9Yny 使 得 


> Ixyi|< (3) ? 
因此 ,4 中 的 点 y= 《yi1,y2，… yas0，…) 与 x 的 距离 |y - x|，， 
=d(x,y)<e， 即 x € B(x,s) 站 4A, 所 以 xE 4。 

下 面 举 一 个 不 可 分 度量 空间 的 例子 ， 令 1f" 表 示 有 界 实数 : 
(或 复 〉 数列 全 体 ， 对 1" 中 任意 两 点 x = (Eee 
4 ) sy = CHW19N2 se 97 )。 
定义 

d(x,y)=suplE,—n, | 
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易 证 1 按 距 离 d(x,y) 成 为 度量 空间 。 
例 4 1" 是 不 可 分 空间 
[证 明 ] 令 4 表 示 1" 中 坐标 5i 取 值 0 或 1 的 点 x = (81,3， 
“…， 上 ,，。… ) 全 体 ， 则 4 与 二 进位 小 数 一 一 对 应 ， 所 以 4 有 
连续 统 的 基数 ， 对 4 中 任意 两 个 不 同 的 点 *,y 有 d(x,y) = 1， 
如 果 直 可 分 ， 则 1* 中 存在 可 列 称 密 子 集 ， 设 为 { y }， 对 4 


中 每 一 点 作 开 球 8(x， 广 ,) 则 ， 
{B(x,S) IxEA} 


是 一 族 两 两 不 相交 的 球 ， 总 数 有 不 可 列 个 ,但 由 于 { ye } 在 
1 中 向 密 ， 所 以 ,每 个 B(x,-) 中 至 少 含有 { 2 } 中 一 点， 


这 与 { y。} 是 可 列 集 蔬 盾 。 
8$3.5 连续 映射 


83"3、83' 4 研究 了 度量 空间 中 点 集 的 性 质 ,但 我 们 常常 
还 要 研究 两 个 度量 空间 之 闻 的 关系 ， 这 种 关系 需要 用 到 映射 
以 及 映射 的 连续 性 等 概念 。 
”仿照 直线 上 函数 连续 性 的 定义 ， 我 们 引入 度量 空间 中 映 
定义 { 设 六 =(X,d),Y =(Y ,qd) 是 两 个 度量 空间 , 工 是 
广 到 Y 中 的 一 个 映射 ,x。E 叉 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 。 存 
在 正 数 5， 使 对 天 中 一 切 满足 d(x，x。) <6 的 x， 成 立 
d(Tx, Tx0)<e 


则 称 工 在 x。 连 续 。 

如 果 用 邻 域 来 描述 ， 那 末 工 在 xo 连 续 的 定义 可 以 改 述 
为 ， 对 于 Tx 的 每 个 es 一 邻 域 BCTxo，s)， 必 有 xo 的 某 个 8 
一 邻 域 B(x。, ,5) 使 得 

TB(xo, STCB(TXo,E) 

其 中 工 B(xo,8) 表 示 B(x。,5) 在 映射 作用 下 的 象 。 

玉 中 函数 连续 人 性 各 种 形式 的 定义 都 可 以 推广 到 度量 空间 
的 连续 性 上 来 ， 因 此 ， 我 们 可 以 根据 需要 灵活 地 使 用 任 一 形 
式 的 连续 性 定义 。 

例 { >=sinx 是 尺 到 尺 中 的 一 个 连续 映射 。 

例 2 设 X 是 以 d 为 距离 的 度量 空间 ，xocEX 是 个 定 
点 ， 则 了 (x) = d(x,x6o) 是 X 到 RR 中 的 一 个 连续 映射 。 

其 实 ， 对 于 给 定 的 x， yEX, 由 距离 的 三 点 不 等 式 ， 
有 . 

[fCy)— fx)|= ld(y, xo)— d(x, x0)|<d(y,x) 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e:， 取 8 = e， 当 d(y， x) 二 $5 时 ， 就 有 

[f(y)™ f(x)| <e 

故 映射 f 在 关中 的 任 一 点 都 连续 , 即 f 是 针 到 了 R 中 的 连续 映射 ， 
我 们 常 称 f (x) = d(x， Xx0) 为 距离 函数 。 

下 面 我 们 给 出 连续 性 的 几 个 等 价 的 概念 。 

定理 1 设 工 是 度量 空间 (X,dq) 到 度量 空间 (了 上，da) 中 的 
映射 , 那 末 在 x。€ 居 连续 的 充 要 条 件 为 当 XX 中 的 点 列 x, 一 xn 
时 ， 必 有 

TX,.—>TXo 

[证 明 ] 必要 性 。 如 果 工 在 x。€ 久 连续 ， 那 么 对 任意 给 
的 正 数 e:， 存 在 正 数 6， 使 当 d(x,xo) 二 6 时 ， 有 d(Tx ,Txo》 
之 ze， 因为 Xx, 一 x， 所 以 有 自然 数 N， 当 n 室 NWN 时 ， 有 d(x,, 


-ZX0)< 人 ， 因 此 
d (Tx,, Txo)<e 
.这 就 证 明了 Tx, ->Tx。。 
充分 性 。 用 反 证 法 ， 如 果 工 在 x6, 不 连续 ， 那 么 存在 正 
数 eo。， 使 对 任何 正 数 6， 总 有 x 三 Xo， 满 足 d(x,xo)<65 ， 但 


.d(Tx,Txo) 三 2 特 取 9= 2 则 有 x,， 使 d(x, ， x) 一 


二 但 d(Tx, ,Tx。) 之 eo， 这 就 是 说 ，x, 一 x。， 但 Tx。 不 收 


和 你 于 Txo， 这 与 假设 矛盾 。 《证 毕 ] 
如 果 映 射 工 在 元 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 工 是 X 上 的 连续 
映射 ， 为 此 ， 称 集合 
{XIxEX, TxEM} MCY 
为 集合 型 在 映射 工 下 的 原 象 ， 应 记 为 工 -M。 
定理 2 度量 空间 二 到 了 中 的 上 映射 工 是 ZX 上 连续 贞 射 的 
充 要 条 件 为 了 中 任意 开 集 好 的 原 象 耻 -1M 是 了 中 的 开 集 。 
[证 明 ] 必要 性 。 设 工 是 连续 映射 , MC 世 是 了 中 开 集 ， 
如 果 T-M = 中 ， 那 末 工 -5 是 X 中 开 集 。 如 果 工 -1M < 中， 
则 对 任意 xocT 一 M， 令 yo=Txo， 则 yuEM。 由 于 M 是 
开 集 ， 所 以 存在 y, 的 e 邻 域 Be(yo)，Be(yo)CM, 由 于 工 的 
连续 性 ,存在 x, 的 5 邻 域 Bs(x。), 合 TBs(xo) 忆 Be(yoy)， 这 就 
是 说 
Balxo ET-IB(yo TCT"IM 
所 以 xo 是 了 -于 的 内 点 ， 由 xo 的 任意 性 知 工 -2M 是 七 中 开 
集 。 
充分 性 ， 如 果 了 中 每 个 开 集 的 原 象 是 开 集 ， 对 任意 Xo E 
天 及 Tx 的 e 邻 域 B.C(Txo), 那么 TT*1B。 (Tx,) 是 天 中 开 
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集 ， 又 xo。ET-1B.(Txo)， 所 以 xo 是 T-!Be(Tx,) 的 内 点 ， 
独 而 存在 x, 的 某 个 6 邻 域 Bs《x。) ,使 Bs (xo) 入 T-!Be 
《Txo)。， 于 是 TBs(xo)CBe(Txo), 这 说 明 T 在 x, 连续 ， 由 
Xo, 的 任意 性 可 知 T 是 人 上 的 连续 映射 。 【证 毕 ] 
利用 关系 TCM) = C(T-! 对), 不 难 证 明 在 上 面 定理 
中 的 开 集 改 为 闭 集 后 定理 仍 成 立 。 
仿照 函数 的 一 致 连续 人 性， 我 们 给 出 映射 一 致 连 续 性 的 概 


定义 2 ” 设 工 是 X 到 了 中 的 映射 ， 如 果 对 于 任意 正 数 s， 
存在 只 依赖 于 s 的 S= 8(e)>0， 使 对 飞 中 一 切 满 足 人 (x ,x,) 
<6 的 xxz， 都 有 - 

d(Tx1, Tx,)<e 
则 称 工 在 人 上 是 一 臻 连续 的 。 
特别 ， 如 果 有 常数 C>0， 使 对 任何 x ,xx EX， 都 有 
a(Txis Tx ECa( x Xx, ) 
则 称 映 射 工 是 李 普 希 兹 (Lipschitz) 连 续 的 ,C 叫 做 李 普 和 希 兹 
常数 。 

很 明显 ， 映 射 荆 是 李 普 希 兹 连续 的 ， 它 必 是 一 臻 连续 

的 逆 却 是 未 必 成 立 的 ， 


例 3 设 Tf(x) = | f(Ddt, 易 知 T， LCasbj > 


Ta,h), 并 且 人 是 连续 映射 。 
事实 上 ， 当 f,g EL*Ca,5bj 时 总 有 


4 
GCTH， To=( | |Tf(x)- Tg(x)|’:dx) 3 
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x 


而 因 | Ti(x)~- To(x)|=| | f(t1)dt— f g(t)dt| 


<| |) g(t) dt 
利用 许 巨 兹 (Schwarz) 积 分 不 等 式 


3 3 
| f(D dt cf f12Ct) dt) 


6 
<< ja? de) 


( 这 就 是 荷 尔 德 积分 不 等 式 在 p = 9 = 2 的 情形 ) 在 这 里 令 
fF1(1) =1,f:(t)=1(t) 一 g(t) ,并 注意 到 对 a 放 0 有 


| adt< | adt 


本 


我 们 有 ， 
ITj(x) -To(xz)| sa ) 却 (| [fC — gC) |:dt) 


也 
=《〈2D-a)2cf1o9) 
所 以 


和 

S| |Tf(x)— To(x)|’dx). (ba) dg) 

令 5-a=c， 则 得 
a(Trt,Tg)<eca(f,g) 

故 映射 工 在 LCa,b] 上 连续 。 | 

例 4 设 h"，R" 分 别 具 有 距离 

di(xsy)=( ST Ix-yl) 和 却 
[ 


Quv)= (DD lu~-vil’) 加 


其 中 ， X=(xX1 KassXn) = (V1, 2 ys) ER 
U= (Us 3s Un), v=(vVis029° Un) ER” 

令 映 射 到 , R171",P(X)=v, 定义 为 
Pil! "1, “Pls ) (™! 


Ul 


Psas P,, i Xn ) Us | 


其 中 矿 ; ;为 定数 , 则 不 难 证 明 F 在 EER. 的 任意 一 点 x 处 是 连续 、 
事实 上 容易 证 明 下 是 李 普 希 效 连续 


VU; 二 DPF,;x; (1=1,2,° 5m) 
i=1 


设 x" 是 "中 一 给 定点 ，v"= P(x")， 则 


(da(v,0))°= Dlvi-v'il’ 


i=1 


= D> | 之 Fijxi— >, Pijsx"i|” 
i=1 l=1 


i=1 


= | PF;;(x;—%x";)|’ 


i=1 了 = 了 


I<B IFi|’) > Jx;-x";|? 
i=1 i=1 


上 面 最 后 一 步 应 用 了 哥 西 不 等 式 。 
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可 得 di(v.0°))’ 二 人 之 [xj~x"|? 


即 ds (vy )ECd (x,x') [证 毕 2 
例 5 把 上 [上面 的 例子 推广 到 m=1= 的 情形 ， 即 让 空间 ， 


d(x,9)= (5 lx yi 1 
i=1 


其 中 ， X= (Xi Naa), YE pa 1) El? 
映射 ,1 -> 让 的 其 体形 式 为 


yi = EF, (i=1.2,..) 
利用 例 4 的 方法 可 推出 ， 车 存在 常数 C 二 0， 使 得 
三 卫 IF :2C 
$ 3.6 可 西点 列 和 完备 度量 空间 


我 们 知道 实数 集 有 一 个 重要 特性 , 即 任 何 一 个 哥 西 点 列 ， 
必 有 极限 。 这 就 是 通常 所 说 的 实数 集 的 完备 性 ,这 个 性 质 在 数 
学 分 析 中 起 着 重要 作用 ,现在 我 们 在 度量 中 引进 相应 的 概念 。 

首先 回忆 一 下 刃 中 哥 西 点 列 的 定义 ， 设 1x。} 是 尺 中 的 
点 列 ， 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 e:， 存 在 自然 数 N = w(e)， 当 
n>>N 时 有 


ax Xn)= |x,— XxX,|<e 
出 称 { x。} 是 中 的 哥 西 点 列 ， 类 似 地 可 以 定义 度量 空间 中 
揭 哥 西点 列 。 

定义 1 设 X= (Xda) 是 度量 空间 ， {xXx,} 是 XX 中 点 列 ， 
如 果 对 任意 给 定 的 正 数 :， 存 在 自然 数 V=N(s)， 使 当 ”. 
XN 之 入 时 ， 必 有 

d(xXr, Xn)<<E 
则 称 { *, } 是 X 中 的 哥 耳 点 列 或 称 基 本 点 列 。 如 果 度 量 空间 
《<% yd) 中 每 个 哥 西点 列 都 收 仿 ， 那 未 称 (X,d ) 是 完备 的 度 
量 空间 。 

由 完备 度量 空间 的 定义 ， 立 即 可 知 有 理 数 全 体 按 绝对 值 
距离 构成 的 空间 不 完备 ， 但 n 维 欧 天 空间 R* 则 是 完备 的 度 
量 空间 。 在 一 般 度 量 空 间 中 ， 哥 西点 列 不 一 定 收敛 ， 但 是 度 
量 空间 中 的 每 一 个 收敛 点 列 都 是 哥 西点 列 。 

实际 上 ， 如 果 x, 一 x， 那 末 对 任何 正 数 :， 存在 N=N 
《ze)， 使 得 当 n 二 NN 时 ， 有 


[3 
dx *) < 
d(xrsxn) EAd(lxX, ,xz) td A) LT to =e 


2 
开 { x,} 是 哥 西 点 列 。 

例 1 1*(1<P<o0) 是 完备 度量 空间 

设 { x, } 是 1 中 的 哥 西 点 列 ,x。 = (E12 中,……) ,于 
是 对 任 给 sg>0， 存 在 自然 数 六 ， 当 mm> 信 时， 有 


d(x»sX:)= (了 >， 15 0 一 ED) 克 <e (a) 
i=1 


因此 ， 对 每 个 固定 的 i 当 n,m 之 入 时 ， 都 有 

[E16 — Ec |<e (b) 
这 就 是 说 数列 5 =1,2,… 是 哥 西 数列 ,因此 存 在 着 数 
,使 得 

limE "= 6; 
令 x=(&E1,8:,…51,… )， 那 未 由 不 等 式 (a) 可知 

> | 8" 一 5 < 


令 ?一 co， 当 m> 疼 时， 得 
是 


Fl, El er 


再 令 k 一 co， 当 m 宝 入 时 ， 有 
之 18C27 一 一 
因此 ， 当 和 > 六 时 ， 有 


( 立 18 0 一 8 人 二 < (cy 
i= 1 


( Sl) ?<(D |&; — ,67|7) 


+ (TIE Vet(D [E17) F< 
j=1 i=1 
故 知 光一 (85352519 pp) EI 并 由 Cc) 知 
Ud (x, xX) <E, 也 即 


Xu 一 X《 人 YN 一 co 
这 就 证 明了 /是 完备 的 度量 空间 。 
例 2 1 是 完备 度量 空间 《读者 自 证 ) 。 
例 3 Cr5oc,59 是 完备 的 度量 空间 
设 x。,m=1,2，… 是 CCa,b] 中 的 哥 西 点 列 ， 于 是 对 任 
给 正 数 e>0， 存 在 着 自然 数 W， 使 得 当 nm>> 人 六 时 ， 有 
Max|xn(t)— Xa(t)| = d(xn, Xn) < (ad) 


这 说 明 当 1 国定 时 ，x.,(t) ,n=1,2,…， 是 哥 西 点 列 。 所 以 存 
在 x(t)， 使 X.(t)->x(t) ,下 面 证 明 x() 是 [a,8] 上 连续 池 数 ， 
县 x 一 x。 事 实 上 。 在 (dd) 中 令 n->oo， 即 可 得 到 当 m>N 
冉 ， 有 


max | Xn (1) ~ x(f)|<e (e) 


Ge 


这 说 明 xa( 轨 在 [ab 上 一 致 收 仿 于 x(， 所 以 多 ( 杂 是 [aypb] 
上 连续 级 数 ， 因此 ， x ECLa,by, 且 出 (e) 知 ， 当 m>N 
圭 ， 


d(x»,,X)= max Xe —x(t)|<e 


天 x.->x， 这 就 说 明了 Cfa，5 是 完备 度量 空间 。 

下 面 举 儿 个 不 完备 空间 的 例子 。 

例 4 令 P[la, 臣 表示 闲 区 间 [4,5] 上 实数 多 项 式 全 体 ， 
那 末 PKc，5 作 为 Crc ,的 的 子 空 间 是 不 完备 的 度量 空间 ， 事 
实 上 存在 多 项 式 列 Pi，8&=1，2，…。 在 Ca,56) 上 一 致 地 收 
敛 于 某 个 非 多 项 式 的 连续 函数 ， 也 就 是 说 PLCa，8] 不 是 完备 
度量 空间 。 

设 XX 是 闭 区 间 [ 一 2,2) 上 连续 函数 空间 ， 对 于 任 何 x,y 
EX， 令 
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dcxsw)= 人 lxrD-yD1di 
足 距 离 条 件 
例 5 上面 定 义 的 度量 空间 (有 ，d) 不 完备 
[证 明 2 令 ( 如 图 3-2 ) 


| 0 -2<t<1- 1 
mi 
xa(t)=/ mt+l-m | 
| m 
1 1<t<2 


图 3- 2 
我 们 来 验证 {x.(t) } 是 (X ,dq) 中 的 哥 西点 列 ， 事 实 上 ， 圣 


任何 正 数 es 之 0， 当 n> 普 > 过时， 


GCCx 愉 ,xu ) = | 1x (有 一 xs 人 (|d4 


一 外 
< 引 工 - 工 
2jn m 


<E 


所 以 { x.(t) } 是 哥 西 点 列 ， 但 是 { x.(t) } 在 ( 叉 ,d) 中 并 不 
收敛 ， 假 定 limx. (1) =x (ti 即 


1 


d(xs,,Xo)= | [x:(f)— xo(t)|dt—0 


1 


1 一 


由 于 axsxo)= | |xo (ft)1dt+ 


一 和 
1 


| [xaCt)— xo(t)|dt 


+ 11 一 xo(b|1dt 一 0 


1 


1— + 


| 2 
必 有 | |xo (ft)|dt= 0, | |1~-xo(t)ldt=0 
—2 1 
即 
" -2<t<!1 
Xo(t)= 
! i1<t<2 


显然 xo (人 不 是 [-- 2,13 上 的 连续 函数 ， 这 说 明 哥 西点 列 
的 极限 不 在 C[ - 2,2] 中 ， 因 此 。 (三 ,QZ ) 不 完备 。 


例 6 在 X= C50,12 中 考虑 点 列 


1—mt 0<t<—— 


x» (t) 二 。 1 
0 m <1 


如 果 在 多 中 引进 距离 


d(x,y)= (| [x ye ld) 
0 


则 { x.(t) } 在 这 个 距离 d(x，y) 之 下 是 哥 西 点 列 ， 其 极限 
是 9， 故 (了 ,qd) 是 完备 的 。 然 而 如 果 用 
da(x,y)= sup|x(t) — y(t)| 


tel(o091) 
来 定义 距离 ， 则 对 每 个 m，dw(0，x.(?))= 1, 故 x(f) = 0 不 


是 { x=(i } 在 距离 4s《x,y) 下 的 极限 ， 按 ds。(x,,x) 收 敛 即 
蔓 含 着 逐 点 收敛， 因此 ， 这 个 点 列 的 极限 应 为 


1 t=0 
X(t)= 
0 0<t<l 


而 x( 世 显然 不 连续 ， 故 {x ,0 } 在 距离 ds 之 下 不 收 伍 于 XX 
= CCL0,123 中 的 点 列 ， 故 (XX ，d。) 不 完备 。 

从 例 3、5、6， 告 诉 我 们 同一 个 集 CLa,653)， 确 实 可 以 用 不 
局 的 方法 定义 度量 ， 适 当 定 义 度量 ， 它 就 成 为 完备 的 空间 ， 
不 适当 地 定义 度量 ， 它 也 可 为 不 完备 的 。 所 以 ， 我 们 对 具体 
的 空间 应 定义 适当 的 度量 ， 这 是 问题 的 一 个 方面 。 但 同一 个 
集 ， 例 如 Cre,p] ,度量 的 选择 还 应 考虑 到 实际 问题 的 要 求 ， 
例如 选择 了 产量 ， . 


doc) 人 lx- yl 


那 末 ( 关 ,d) 就 是 不 完备 的 。 现 在 的 问 题 ， 是 否 也 能 通过 
“添加 ” 些 点 后 使 之 成 为 完备 空间 呢 ? 这 就 是 度量 空间 完备 
化 的 问题 。 回 答 是 肯 的 ,在 叙述 完备 化 定理 之 前 , 先 给 出 关于 
子 空间 完备 的 一 个 定理 。 

定理 1 完备 度量 空间 X 的 子 空间 必 ， 是 完备 空间 的 充 
要 条 件 为 必 是 XX 中 的 闭 子 空间 。 

[证 明 ] 设 对 是 完备 子 空间 ， 对 每 个 xEM ,存在 下 中 点 
列 {x,， 使 *, 一 x， 由 前 述 ，{ x,} 是 到 中 哥 西点 列 ， 所 


以 在 玫 中 收敛 ， 由 极限 的 唯一 性 可 知 xEM， 即 MCM， 所 
以 M = M， 即 M 是 闭 子 空 间 

反之 ， 如 果 { x。} 是 下 中 哥 西 点 列 ， 因 下 是 完备 度量 空 
间 ， 所 以 存在 xEX， 使 xs~>x， 由 于 允 是 X 中 闭 子 空 间 ,所 
以 xEM， 即 { x,} 在 要 中 收 伍 ， 这 就 证 明了 MM 是 完 备 度量 
空间 。 | [证 毕 ] 

例 7 C 表 示 所 有 收 伍 的 复数 列 全 体 ， 对 C 中 任意 两 点 
X=《〈85 8 ), Y= (1 2, …)， 令 

dlx, y)= suplé,— nl 


则 C 是 完备 的 度量 空间 。 

Cc 证明] 由 定理 1, 只 要 证 C 是 1 中 的 闭 子 空间 即 可 。 对 任 
何 x= (51，52,…) EC 存在 x,= (81D EC， 
n=1,2,…，Xx。 一 xX， 因此 对 任何 正 数 :>0， 存 在 自然 数 NN， 
当 n 宇 和 时， 对 所 有 自然 数 ， 成 立 


[Ej -Ej|<d(x,, x) <3 


特别 取 n = 入， 那么 对 所 有 7， 有 
EM 


但 因 xw EC， 即 5 人 站 当 7 一 w 时 收 僵 ， 因 而 存在 N!， 使 得 
j，& 之 人 入! 时， 有 


ER 


于 是 当 j，&> 人 ,时 ， 成 立 
EE dd 
+ ls 8 <e 
这 说 明 E， ,j= 1,2，… 是 哥 两 数列 ,因而 收敛 ， 即 x= (1,8: 
… ) EC， 所 以 C 是 让 的 闭 子 空间 。 


§ 3.7 度量 空间 的 完备 化 


我 们 曾 指出 直线 上 有 理 数 全 体 Q 作 为 玉 的 子 空间 不 是 完 
备 的 度量 空间 。 但 是 我 们 可 以 将 Q “扩大 ”成 完备 的 度量 空 
间 怀 ， 即 在 Q@ 中 提 入 “无 理 数 ”， 使 之 成 为 新 的 度量 空间 R 
， 并 且 Q 在 及 中 稠密 。 下 面 我 们 要 说 明 每 一 个 不 完备 的 度 量 
空间 都 可 以 “扩大 ”， 即 成 为 某 个 完备 度量 空间 的 稠密 子 空 
间 ， 为 此 ， 先 介绍 等 距 和 等 距 映 射 的 概念 。 

定义 1 设 (X，d)。《( 天 ,，d1 ) 是 两 个 度量 空间 ， 
如 果 存 在 一 个 由 关 到 针 , 上 的 映射 Tr， 使 得 对 一 切 x,y EX 有 

d(T,.,T,)=d (x,y) 

则 称 (X,a ) 和 《六 , ,qi1 ) 等 距 同 构 或 称 ( 了 ,Q) 和 (XX1,Q1) 
等 距 ， 此 时 称 工 为 X 到 X, 上 等 距 ( 同 构 ) 映 射 。 

在 泛 函 分 析 中 ， 往 往 把 两 个 等 距 同 构 的 度量 空间 不 加 区 
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别 而 视 为 同一 的 。 

定理 《度量 空间 完备 化 定理 〉 设 X=〈 及 ,4 ) 是 度 
量 空间 ， 一 定 存在 一 个 完备 度量 空间 有 芷 ,= 《六 ,qi ) 使 站 
与 和 :的 某 个 稠密 子 空间 W 等 距 ， 并 且 X, 在 等 距 意义 下 是 唯 
一 的 。 

这 个 定理 的 证 明 本 质 上 类 似 于 康 脱 (Cantor ) 引 进 实 
数 的 过 程 ， 由 于 证 明 党 杂 ， 我 们 在 此 路 去 。 

如 果 我 们 拒 两 个 等 距 同 构 的 度量 空间 不 加 区 别 ， 视 为 同 
一 ， 那 末 定 理 1 可 以 改 述 如 下 ， 

设 X=〈 区 ,dd ) 是 度量 空间 ， 那 么 存在 唯一 的 完备 度量 
空间 及 ,= (Xi1,4d1)， 使 丈 为 互 : 的 稠密 子 空 间 。 

例 { ” 设 PCa，5J 是 定义 在 闭 区 间 [a,8J 上 的 多 项 式 全 
体 所 成 的 空间 ， 引 进 距 距 

d(P,0)= max|P(t)-0(+t)| 

空间 PCa,5J 是 不 完备 的 (《§ 3.6 例 4 ) ,但 P[a,5 在 完备 度 
量 空 间 CCa, 四 中 处 处 稠密 ， 所 以 Pra,0 的 完备 化 空间 为 C 
5a,%]J。 具 体 的 说 ， 一 致 收敛 的 多 项 式 序 列 的 极 限 不 一 定 是 
多 项 式 ， 但 这 个 极限 必 为 连续 函数 ， 我 们 把 这 种 “极限 点 ” 
添加 到 Pra,82] 中 去 ,就 得 到 了 完备 的 CCa, 恕 空间。 

例 2 设 E'Ca,bp) 为 RP 方 可 积 函 数 空间 ,我 们 引进 距离 


3 
d(x yy) = ‘| I bd + 


对 于 每 个 x* 《+1) EP?*[a,p]， 要 求 


6 


| [x C1) jdtoe 


o 
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记 和 = ?Ca,62， 则 空间 (六,a ) 不 是 完备 的 ， 因 为 ER 可 积 
函数 列 ， 它 的 极限 不 一 定 是 五 可 积 的 ， 而 大 工 可 积 前 ， 如 果 
我 们 把 这 个 “极限 点 ”添加 到 羽 “Ce, 轨 中 去 ， 就 得 到 了 空间 
Za,e]， 可 以 证 了 明 它 是 完备 的 度量 空间 。 


$ 3.8 ”压缩 映射 原理 及 其 应 用 


在 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 其 它 各 类 方程 的 理论 中 ， 解 
的 存在 性 ， 唯 一 性 以 及 近似 解 的 收敛 性 等 都 是 很 重要 的 间 
题 。 为 了 证 明 一 个 微分 方程 、 积 分 方程 或 其 它 类 型 的 方程 存 
在 解 。 我 们 可 以 将 它 变 成 求 某 一 映射 的 不 动 点 。 现 在 以 大 家 
熟悉 的 一 阶 常 微分 方程 


sy) (3:1) 


为 例 来 说 明 这 一 况 点 。 求 微分 方程 (3'1 ) 满足 初始 条 件 
y|zo = yo 的 解 与 求解 积分 方程 


x 


vcr =mt | f (x,y(t)) dt (8°2) 


*0 


等 价 。 为 了 求解 积分 方程 (3.2)， 我 们 可 以 根据 / ( x,2 ) 所 
满足 解析 条 件 适当 地 取 一 个 距离 空间 ， 并 在 这 个 距离 空间 
中 作 映 射 

(Te Ot | bp) dt 
于 是 方程 (3.2) 的 解 就 转化 为 求 出 p 使 它 满足 p= Tp， 也 就 
是 求 这 样 的 Pp， 它 经 映射 作用 后 仍 变 为 p， 这 种 9 称 为 映 
射 T 的 不 动 点 。 因 此 ， 求 解 方程 (3.1) 就 变 成 求 映 射 T 的 不 


动 点 。 这 种 将 求解 方程 变 成 求 映射 的 不 动 点 的 作法 在 数学 中 
是 常用 的 。 
在 介绍 不 动 点 原理 一 一 压缩 映射 原理 之 前 ， 我 们 先 给 出 
压缩 映射 的 定义 。 
定义 1 设 久 是 度量 空间 ， 工 是 用 到 义 中 的 映 射 ， 如 果 
存在 一 个 数 4，0 二 a<<1， 使 得 对 所 有 的 x，y E 芝 ,成 立 
a(Tx,Tzr) <oa (x,y) (3.3 ) 
则 称 工 是 压缩 映射。 
压缩 映射 在 几何 上 的 意义 是 说 ， 点 x 和 y 经 T 上 映射 后， 
它们 的 象 的 距离 缩短 了 ， 不 超过 d( x,y ) 的 0 信 (&<1) 。 
现在 我 们 介绍 不 动 点 定理 中 最 基本 的 一 个 ， 
定理 ( 巴 拿 赫 压缩 映射 原理 ) 设 X 是 完备 的 度量 空间 ,本 
是 环 上 的 压缩 映射 ， 则 荆 有 且 只 有 一 个 不 动 点 。 换 句 话 说 ， 
就 是 方程 Tx= x， 有 且 只 有 一 个 解 。 
[证 明 3 设 x。 是 邓 中 任意 一 点 , 令 X1= TX6o ,Xz= Tx;= 
T ?x0, TX- 1= TT"*xo。，… 我 们 证 明 点 列 { xn } 是 
及 中 哥 西点 列 。 
事实 上 ，d (xaniisXn) = OCTxns Txn-!1) 
ad (xnsXn-1 ) 
=ad( TXxn-1, Txn-2) oud ( xn-1y Xr-2 ) 
ra"d(x, xo) (3.4) 
由 三 点 不 等 式 ， 当 nn 宇 m 时 
d(xnsXn ) EA (XnsXntl ) +AdC Xnris Xn+ta ) 
+ +ad( Xx-1, Xn ) 
(a +ortli+r to d(xo,x: 》 
1—Q@"”™ 


1 d(xo,X1) 


外 


Qe”™ 


因 0 < 过 a 过 1， 所 以 1 一 &”~“<-1， 了 于 是 得 到 


d(C xns Xn ) ET md CXo,X1) (3.5) 


所 以 当 m 一 %，n 一 2 时 ，d (xxv)-~>0, 即 {x。} 是 二 中 哥 
西点 列 ， 由 关 的 完备 性 ， 存 在 x*E XX， 使 xn 一 x， 又 由 三 点 不 
等 式 和 条 件 (3.3)， 我 们 有 
d(x, Tx) <Ad(x,x,) +ad( xn, TX) 
A(x, Xm) +ad(xan_1sx) 
上 面 不 等 式 右 端 当 m 一 时 趋 于 0， 所 以 Q(x，Tx ) = 0, 即 


X= Txo 


下 面 证 明 唯一 性 。 如 果 又 有 XE 有 XX， 使 得 TX= x， 则 出 
条 件 ( 3.3) 


d (xx)= d(Txs TX ) <oad Cx,x ) 


因 c 一 1， 所 以 必须 d (x,x ) = 0， 即 x= x。 [证 毕 ] 

压缩 映射 原理 不 仅 证 明了 方程 Tx = x 解 的 存在 性 和 唯一 
性 ， 而 且 也 提供 了 求解 的 方法 - 一 逐次 逼近 法 。 即 只 要 任 取 
XioEX， 令 xs=T 工 "xi 则 解 x= limx。 如 果 在 (3.5 ) 中 ， 
令 n-co。 则 有 


d (xnsx ) < 反 sd (Cx) (3.6 ) 


《3.6) 式 给 出 了 用 {*。} 远近 解 x 的 误差 估计 式 。 

下 面 应 用 举例 

例 1 设 P， [a,?)>[a,]， 是 可 导 通 数 ， 且 | F(X)| 
二 万 之 1 则 方程 x= P(x) 在 Ca,53 上 有 唯一 的 解 。 

事实 上 ，[a,62 作 为 完备 空间 的 闭 子 空间 是 完备 的 , 设 


X9 yELab), 由 中 值 定理 知 
d CFIX)P(Y)) = IFCx)- PlY)|= |F (EE)(x— yy)| 
<kd(x,y) 
所 以 是 压缩 映射 ， 由 压缩 映射 原理 知 x= P(x) 有 唯一 的 
解 。 
例 2 弗 雷 德 雷 蒙 (Fredholm 积 分 方程 ) 设 线 性 积分 
方程 


xDO=1DO+X | ktss)xCs) dt (a) 


其 中 7() 在 Ca,8J 上 的 已 知 活 数 ，K (1t,s ) 为 [a,h]X [a,p] 
上 连续 函数 ， 且 有 常数 到 使 得 
Ik(Ct,s) IM<+o0 
Y 1 必 右 蛤 一 过 
那么 当 |%j|< NO) 时 ， (a) 必 有 唯一 的 连续 解 
x (1) ECa,b) 
[证 明 ] 在 空间 CCa,5) 上 定义 映射 


6 


Tx(t)= 7(+) :| k(t,s)x(s)ds 


a 


显然 T。 CCa,52->C[a,6J)， 由 于 CLa,3] 完 备 ， 只 要 证 明 工 
是 压缩 映射 就 行 了 。 

记 4= MG-oa)|XI， 则 xc<1, 对 于 任何 x(b，y(bECCa 
,b) 

d(Tx, Ty)= max [Tx(t) — yT(#) | 


axte<tb 


各 
= max xf R(t,s) (x(t) — y(s))ds 


<max a InCt,s)||x(s)— ys)lds 


<IAIM(D-a)m ax [x(s)— y(s)| 


= CQ (x,y) 
因此 ，T 是 一 C5a,5] 到 自身 的 压缩 映射 ， 根 据 压 缩 原 理 ， 积 
分 方程 (a) 有 唯一 的 连续 解 x(1)。 C 证 毕 ) 
例 3 ”微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 
考察 微分 方程 
9 >- =/( X,Y ) 
(by 
|。-。 0 = Yo 


其 中 1 ( x,y ) 在 整个 平面 内 连续 ， 此 外 还 设 /( x,y) 关于 
y 满 足 ( 李 普 希 兹 ) 条 件 ， 
Jf Cx,y)— /f(x,y’ ) |<KIy-y’| 
则 通过 点 ( xo so ) 微分 方程 (5b) 有 一 条 和 且 只 有 一 条 积分 则 
线 。 
Cc 证 明 ] 问题 (5 ) 等 价 于 求解 下 面 的 积分 方程 


>Cx)=yo+1 f(t,y(t)dt 


我 们 取 G>0， 便 xKG<1 ,用 CCx 一 6,x。+6J 表 示 在 区 间 [x。 
-5,x。 +9] 上 的 连续 函数 组 成 的 空间 ,在 CCxo 8,xo + 中 
定义 映射 .。 


Ty(xX)= yo + f(t,y(t)) dt 
“0 
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“出 dTYi YT max, | Cflt,y1(t) ) 
1 一 >。 x0 


-f(t,y,(t)) ya 


< ner hls -yd 
1 < xD 


< ly (1) — ys(t)| 


= kaad ( yi1sy2 ) 
尖 &5 二 1， 由 压缩 映射 原理 ， 存在 唯一 的 连续 函数 y(x)， 使 


名 


yo0=yo+ 人 fit,y(t)) dt 


由 此 式 可 以 看 出 ， y(t) 还 是 连续 可 微 的 ， 于 是 y= y(x) 便 是 
微分 方程 (5) 通过 (xy ) 的 积分 曲线 但 只 定义 在 
[xa 一 bxo+8] 上 ， 重复 利用 压 缩 映射 原理 ， 可 以 将 它 延 拓 
到 整个 数 轴 土 。 


$ 3"9 度量 空间 中 的 紧 性 


在 实数 集 R( 甚至 在 R* ) 中 , 波 尔 察 诺 - 维尔 斯 德 拉 斯 
(Bolzano-Weierstrass) 定理 告诉 我 们 : 任 一 有 界 无限 集 ， 
都 存在 聚 点 以 及 任 一 有 和 界 数 列 都 有 收敛 子 列 ; 海 温 一 鲍 莱 尔 
定理 给 出 了 R 中 的 紧 集 就 是 有 界 闭 集 。 这 些 结果 在 数 学 分 析 
理论 中 起 着 重要 作用 。 那 么 在 一 般 度量 空间 中 是 否 也 有 类 似 
结果 呢 ? 本 节 就 来 讨论 这 个 问题 。 我 们 将 会 看 到 在 一 般 度量 
空间 中 紧 集 并 不 等 价 于 有 界 闭 集 ， 有 界 点 列 也 未 必 有 收敛 子 


列 。 

为 了 讨论 度量 空间 中 的 紧 性 ， 我 们 须 引 进 比 有 界 集 更 强 
的 全 有 界 集 的 概念 。 为 此 ， 须 从 有 限 * 网 与 全 有 界 讲 起 。 

定义 1 设 4，B 是 度量 空间 XX 中 的 点 集 ，s 之 0 为 给 定 的 
正 数 , 如 果 对 于 4 中 的 任 一 点 x, 必 存在 B 中 的 一 点 x”， 使 

d(x,x’ ) <e 

则 称 3 是 4 的 一 个 :网 。 

根据 以 上 定义 ， 所 谓 到 是 4 的 se 网， 实际 上 就 是 指 4 中 
任 一 点 x 必 售 在 B 中 的 某 一 点 的 邻 域 B(x ,se) 中 ， 也 即 
,UB (Cx’,e ) DA, 


如 果 8 是 有 限 集 ， 则 称 8 是 4 的 有 限 e 网 。 
例如 平面 上 坐标 为 整数 的 一 切 点 组 成 的 集 就 是 平面 的 一 


个 了 网 又 如 距离 空间 X 中 的 一 个 笛 密 子 集 也 定 是 六 的 。 


网 ， 这 里 e 是 任 一 正 数 。 
定义 2 设 4 是 度量 空间 关中 点 集 ,如 果 对 于 任 给 的 :二 0， 
-4 总 存在 有 限 s 网 ， 则 称 .4 是 全 有 界 的 。 
全 有 和 界 集 具有 下 列 性 质 。 
定理 1 ”任何 全 有 界 集 必 有 界 
[证明 ) 设 和 是 度量 空间 ,4CX 为 全 有 界 集 ,而 { x;， 
Xp3524 是 4 的 一 个 8= 1 网 ， 则 对 任 一 xE4， 有 xx 
(1 入 R<# ) ， 使 得 
d (xxe)<1 
因此 ， 对 一 切 xE4， 有 
d (x,xs ) Ed (x,xt) tad (xisxs ) 
<<Ct 十 max d(xisxXx»)=1+hk 


其 中 六 = maxd (xyxw ) 是 有 限 数 ， 故 4 有 界 。 


定理 2 疫 4 为 全 有 界 集 ， 则 对 任 给 正 数 s， 可 以 取 4 的 
一 个 有 限 子 集 作为 4 的 s 网 。 
[证 明 ) 因 4cXY 全 有 界 ， 故 对 任 给 的 正 数 s，44 有 有 限 


的 地 网 (xiyxs， yxs 》， 其 中 x; ,Xs ,… ,Xs 均 为 关中 的 点 。 
任 取 xiEANB (xi 2 ) (CR=l2 0)， 其 中 卫 


《xs， 为 以 x 为 中 心 ， 以 如 为 半径 的 开 球 ， 则 { xi， 


~ 


*…%。】 显然 全 于 A 中 且 为 4 的 有 限 。 网 。 
定理 3 任何 全 有 界 集 是 可 分 的 。 
[证明 ) 设 4C-X 为 全 有 界 , 有 ,是 是 4 的 有 限 工 -网 ， 这 


里 的 2= 1,2,…， 由 定义 2， 不 芒 设 B, 己 A， 又 因 对 每 个 B， 
都 是 有 限 集 ， 故 


B= U 2B, 


:el 


是 可 列 集 ， 任 取 xE 4， 存在 x, EB,， 使 d(x,x，) < 二 ， 故 


召 中 的 点 列 {x。} 收敛 于 x， 这 说 明 召 在 4 中 笛 密 ， 故 可 分 。 
值得 注意 的 是 定理 1 与 定理 3 的 赣 命 三 不 真 。 
例 1 对 ”* 维 欧 氏 空间 丸 " 来 说 ， 全 有 界 性 与 普通 有 界 是 等 
同 的 。 事 实 上 ， 如 果 集 4 包含 于 某 一 立方 体 之 内 ， 我 们 把 


这 立方 体 分 成 边 长 不 超过 -7 的 小 立方 体 ， 那 么 这 些小 立方 


体 的 顶点 的 总 体 就 形成 原 立 方 体 的 一 个 有 限 s 网 ， 因 而 它 是 
这 立方 体内 任何 集 的 有 限 e 网 。 
例 2 六 中 单位 闭 球 
Bi(0)= (x= (88 Er, 7) d(x,0> 


‘As 
人 


是 有 界 集 ， 但 不 是 全 有 界 集 。 
事实 下 ， 设 在 B81(9) 上 考虑 形 如 
e1= (1,0,0,.…) 
es= (0,1,0,.. )» 
ei= (0,0,.%1,...) 


这 里 任何 两 点 的 距离 


4d 4e.ses) = V2， 由 此 可 见 对 于 任何 s< 入 和 2， 


B1(9) 不 可 能 有 有 限 s 网 。 

有 了 上 面 全 有 界 集 的 探讨 ， 我 们 可 以 讨论 度量 空间 中 的 
紧 性 了 。 

定义 3 度量 空间 关中 的 无 限 集 4 叫做 列 紧 的 ， 是 指 4 中 
任 一 无 限 子 集 必 合 有 一 收敛 点 列 。 如 果 头 本身 是 列 紧 的 ， 则 
称 X 为 列 紧 度 量 空间 ， 简 称 为 列 紧 空间 。 

例 3 ”空间 R 不 是 列 紧 空 间 ， 因 为 自然 数列 { 1，2，…， 

…} 不 包含 收敛 子 列 ， 但 是 ， 在 尺 中 的 有 有 界 集 是 列 紧 


集 。 

例 4 三 空间 不 是 列 紧 空 间 

出 例 2 知 站 中 的 单位 闭 球 尽管 是 有 界 闭 集 ， 它 却 不 是 列 
紧 集 ， 因 为 {e, } 显然 没有 收敛 子 列 。 这 说 明 在 度量 空间 
中 有 界 集中 任 一 点 列 可 能 没有 收敛 子 列 。 这 是 与 空间 有 不 辐 
的 。 

列 紧 集 与 列 紧 空 间 有 如 下 一 些 重要 性 质 。 

定理 4 度量 空间 X 中 的 点 集 4 是 列 紧 的 ， 那 末 4 必 是 全 
有 界 。 反 之 未 必 成 立 。 

[证 明 3 用 反 证 法 。 如 果 4 不 是 全 有 界 ， 则 必 存 在 正 数 
so， 使 得 4 没有 有 限 so 网 ， 任 取 x1 EA4， 必 有 xz Ed4， 使 d 
《xisxa) 之 30 个 则 {Xi } 就 是 4 的 有 限 se 网。 同 理 ， 存在 
XaE4， 使 d(xiyxs)>>so (i=1,2)， 否 则 {xisyxs } 就 是 
4 的 有 限 s 网 。 如 此 继续 下 去 ， 于 是 在 4 中 有 一 点 列 { yx。 } 显 
然 没 有 收敛 子 列 ， 这 与 4 的 列 紧 性 牙 盾 。 

定理 5 车 X 是 完备 度量 空间 ， 则 A 为 的 列 紧 集 的 充 要 
条 件 是 ，A 是 全 有 界 集 。 

[证 明 ] 必要 性 已 从 定理 4 得 证 。 下 面 证 明定 理 的 充分 
性 。 

必 为 完备 度量 空间 ，4CX 为 全 有 界 。 设 B 为 4 的 任 一 


无 限 子 集 任 取 一 个 趋 于 0 的 正 数 列 { 8。} (例如 8 = 工 ， 


n= 1，2，…)， 对 si，-4 有 sl 网， 由 于 B28 是 无 限 集 ， 因 
此 ，8 中 必 有 一 无 限 子 集 ， 包 含 在 以 si 网 中 的 某 一 点 为 中 
心 ， 以 8&1 为 半径 的 开 球 中 ， 记 这 个 开 球 为 S$,， 于 是 8 站 5S; 为 
无 限 集 。 令 B81= 8 由 $1， 则 BCS ,， 重复 使 用 以 上 方 法 ， 
我 们 可 以 找到 以 ;为 半 色 的 某 个 开 球 5S，， 使 有 ns 为 一 无 
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限 集 ， 令 Bs,= BjNS,， 则 B, 己 S$;， 依 此 类 扒 ， 我 们 便 得 到 
一 列 的 无 限 集 已 ,二 9 二 … 富 ,一 … 以 及 一 列 开 球 9 1， S',, 
“SS, 其 中 S ,的 半径 为 se， 而 且 B,CS,。 

任 取 x1 EB1i,x: EB {Xx1},xs EB (Xi,X, } se" 
xs 和 Exxa xi， …， 于 是 我 们 得 到 一 个 点 列 { 
xs} ,由 BCS ,以 及 B41 忆 B,)n= 1,2,…) 便 知道 对 于 任意 
的 7, 以 及 任意 的 mrn ,x 与 Xx, 都 属于 球 S ;中 ,因此 d (x,x,) 
<<s. (>8) ,这 表明 {x, 1 为 哥 西 点 列 ,已 知 X 是 完备 的 ， 
故 { x, } 必 收 伍 于 关中 的 某 一 点 ， 即 4 是 列 紧 的 。 [证 毕 】 

由 以 上 两 个 定理 以 及 全 有 和 界 集 的 性 质 ， 可 知 


(i) 列 紧 集 必 有 界 ， 
(i) 列 紧 集 必 可 分 。 
最 后 ， 我 们 讨论 列 紧 集 与 紧 集 ， 仍 设 所 考察 的 集 是 无 限 


集 。 

前 面 我 们 曾 今 提 到 ， 对 于 度量 空间 XX 本 身 来 说 ， 列 紧 性 
与 自 列 紧 性 没有 区 别 。 我 们 称 度量 空间 中 的 列 紧 闭 集 为 自 列 
紧 集 。 

在 度量 空间 中 的 自 列 紧 集 具有 下 列 性 质 ， 

定理 6 上 度量 空间 X 中 的 子 集 .4 为 自 列 紧 的 充 要 条 件 是 4 
中 的 任 一 点 列 必 含 收敛 于 4 中 某 一 点 的 子 列 。 

其 实 ， 设 4CX 是 自 列 紧 集 ，{ x。} 己 A 为 任 一 点 列 ,由 
4 的 列 紧 性 ，{ <。，} 中 有 子 列 { xs } 收 化 于 某 一 点 x。EX， 
再 由 .A 的 闭 性 ， 知 xo € A。 

反之， 定理 的 条 件 成 立 ， 则 A 的 一 切 聚 点 属于 4， 且 为 
列 紧 的 ， 即 4 是 列 紧 闭 集 ， 就 是 说 4 为 自 列 紧 集 。 

定理 7 自 列 紧 集 4(ACX) 本 身 是 完备 的 度量 空间 。 

因为 自 列 紧 集 4 本 身 作为 一 个 度量 空间 是 列 紧 的 ， 因 
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睿 ， 只 要 证 明 列 紧 空间 是 完备 的 ， 该 定理 也 就 得 到 证 明了 。 

设 《x,} 是 列 紧 空间 4 中 的 一 个 基本 点 列 ， 由 4 的 列 

紧 性 ,i xs } 必 有 收敛 子 列 { x }， 设 x 。 一 XoyxoG 从 ， 

如 果 证 明 x,->x。 定理 7 就 成 立 。 其 实 对 于 任 意 给 定 的 正 数 
&， 在 在 着 N， 使 得 当 m ,n> 入 时 ， 

. d (xXx»nsXs ) <E (3:7) 

取 大 充分 大 ， 使 nr:*> ,在 (3.7 ) 中 将 xa 换 成 x，， 则 充分 

大 时 ， 
d (x Xr) < (3.8) 


因为 对 每 个 给 定 的 x，d( x,x，) 是 x 的 连 续 函数 ， 在 (3-8) 
中 令 & 一 22， 使 得 
qd (xzoxn)<s (n>N) 

即 {x。}》 收敛 并 以 xo 为 极限 ， 这 就 证 明了 A 为 自 列 紧 集 。 
自 列 紧 概 念 还 可 以 以 另 一 种 形式 出 现 ， 这 就 是 紧 性 。 
定义 4 ” 设 X 为 度量 空间 ， .4 为 X 中 的 某 个 点 集 ， 

{ G,) ,是 X 中 某 些 开 集 组 成 的 族 ， 和 如 果 AC U Ge 则 

称 { 今 。 ) 为 4 的 - -个 开 屡 盖 ， 如果 从 4 的 任意 一 个 要 


盖 他。} 中 可 以 选 出 有 限 个 开 集 C。 ， Co， Ce 


使 -4 山 ， oo。， 则 称 4 为 紧 集 。 
如 果 空 间 XX 本 身 按 上 述 定义 是 紧 的 ， 则 称 X 为 紧 度 量 空间 或 


称 紧 空间 。 
定理 8 ” 设 .Y 为 度量 空间 ， 关 中 点 集 4 为 自 列 紧 的 充 要 
条 件 是 它 为 紧 的 。 证 明 略 。 


在 本 节 中 ， 我 们 引进 了 四 个 概念 ， 全 有 界 性 、 列 紧 性 、 
自 列 紧 性 ， 并 讨论 了 它们 若干 性 质 ， 希 望 注意 : 

1 "在 一 般 度 量 空间 中 ， 列 紧 性 强 于 全 有 界 性 ， 在 完备 
的 度量 空间 中 ， 它 们 是 等 价 的 ， 在 任何 度量 空间 中 ， 自 列 紧 
性 强 于 列 紧 性 ， 而 与 紧 性 等 价 。 

2“ 以 上 性 质 都 是 对 无 限 集 来 说 的 ， 如 果 要 将 有 限 集 的 
情形 包括 在 内 ， 则 只 要 将 “无 限 ” 两 字 去 掉 ， 而 且 在 用 到 点 
列 的 地 方 ， 允 许 它 可 以 只 含有 有 限 个 不 同 的 元 素 (于 是 有 的 
元 素 在 点 列 中 将 出 现 无 限 多 次 )， 那 么 ， 全 部 概念 与 论证 都 
是 有 效 的 。 


习题 


1。 证 明 实 直线 是 一 个 度量 空间 。 

2。 在 全 体 实数 集 有 上 ，d (x,y)= (x-Jy) :定义 一 个 距 
离 中? 

3。 证 明 在 全 体 实数 集 RE，d(x,y)= VE 
定义 了 一 个 度量 空间 。 

4。 证 明 CCa,6] 按 距 离 d(x,y)= fs (1) y(t) 1d 


为 一 度量 空间 。 
5.. 证 明太 是 度量 空间 。 
6.。 证 明 一 般 的 三 点 不 等 式 
dxixX )<Ad(xi, Xs) td(xs ,Xs ) + 
+d (XiyXn ) 
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7。 利 下 三 点 不 等 式 证 明 
ld(x,y)—d(zs,w)|<d(x,2) td(y,w) 
8。 利 用 三 点 不 等 式 证 明 
ld (Cx,2) —d(y,2) |j<d (x,y) 
9。 证 明 不 等 式 
CEil+ Es| + + |E]) <n | +l] 
二 … 十 |E[2) 
10. 若 (X,d ) 是 一 任意 度量 空间 ， 证 明 X 上 的 另 一 个 
距离 是 由 


dCxy) 


dx 9) = yy 


定义 的 ， 并 证 明 距离 q 是 有 界 的 。 

11。 证 明度 量 空间 中 二 有 界 集 4 和 8 之 并 是 有 界 集 。 

12。 求 一 收 剑 于 0， 但 是 不 在 任何 空间 !? 中 的 序列 ， 其 
中 1< 委 p< 必 十 ce。 

13。 设 x, 是 集合 4E〈X,d ) 的 一 个 聚 点 ， 证 明 xu 的 任 
意 邻 域 包含 4 的 无 限 多 个 点 。 

14。 描 述 下 列 每 一 个 子 集 的 闭 包 ，(a ) 尺 上 的 整数 
集 (4 ) 五 上 的 有 理 数 集 (< ) 在 C 中 具有 有 理 数 的 实 部 
和 虚 部 的 复数 集 ，(〈d ) 圆 盘 { z| |z|<1} Ec。 


15。 证明 4C 厂 A= 4 8B= AUB; TB- 了 


N28。 

16。 证 明 BCca,8J]，《a<b) 定义 在 Ca,5] 上 的 有 界 郑 
数 空 间 ， 是 不 可 分 的 。 

17。 证 明度 量 空 间 X 是 可 分 的 当 且 仅 当 它 具 有 如 下 性 质 
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的 可 列子 空间 了 ， 对 每 个 之 0 和 每 个 x EX 存在 一 个 yE 了 使 
d (x,y) <Eo 

18。 证 明 喘 射 T， 天 -> 了 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 任 何 开 子 
集 尘 入 了 的 原 象 是 外 中 的 开 集 。 | 

19。 证明 映射 T， 一 了 是 连续 的 。 当 且 仅 当 任 何 闭 子 
集 凡 CY 的 诛 象 是 也 中 的 闭 集 。 

20。 举例 说 明 在 连续 映射 下 一 个 开 集 的 象 未 必 是 开 的 。 

”21。 若 度量 空间 中 的 序列 { Xx, } 收 介 且 有 极限 x。， 证 

明 每 个 { x，} 的 子 列 { x。， } 是 收敛 的 且 有 同样 的 极 限 。 


22。 若 { x，} 是 哥 西 序列 ， 且 有 一 收 伊 子 列 ， 即 x。，-~ 


x ， 证 明 {x。} 收敛 ， 其 极限 为 x。 

23。 证 明 x, 一 x， 当 且 仅 当 对 x 的 每 个 邻 域 ve(x) 存在 一 
个 自然 数 re， 使 得 对 所 有 nm>2o 的 x,Eze(x)。 

24。 证 明 哥 西 序列 在 界 。 

25。 者 {x。 和 3。} 是 度量 空间 (X,d ) 中 的 哥 西 序 
列 ， 证 明 {a.)} 收 敛 ， 这 里 ac,= d(xs,ys)。 江 举例 说 
明 。 

26。 设 X= (ad ) 是 度 量 空 间 ， 在 了 中 x。 一 % 和 yy 一 
y, Wd (xy 一 aq(Cxy)。 

27。 若 d ,和 d :是 同一 集 双 上 的 距离 ， 且 存在 正 数 < 和 8 使 
得 对 所 有 xx，y 和 所 所 ， 

ad (x,y) ds (x,y) Sldi (x,y) 

证 明 在 (六 ,qd，) 和 (六 ,ds ) 中 的 哥 西 序列 是 同样 的 。 

28。 设 XX 是 所 有 有 序 n 实 数组 X= (5 5; 5。 ) 的 空 
间 且 df (X,Yy) = max|E; —7;|, 其 中 y= (7 592 sDn )》 
证 明 (X,o ) 是 完备 的 度量 空间 。 
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29。 证 明 所 有 实数 集 ， 若 选 作 距离 
d (x,y)= |arcctgx~—arctgy| 

则 构成 一 个 不 完备 的 度量 空间 。 

30 。 设 轩 是 所 有 正 整 数 的 集 ， 定义 dd (m,n)》= | m™! 
-nn-!|， 证 明 C《 针 ,d ) 不 是 完备 的 。 

31。 证 明 序 列 空间 S 是 完备 的 。 

32。 证明， 设 X 是 在 7= [0，12 上 所 有 连续 实 值 函数 的 : 
集 。 且 令 


d (xyy) = 人 [x yn) dt 


函数 序列 
nn 0<t< 
X， (ft)= 
-六 已 <f 和 1 


构成 一 哥 西 序列 ， 但 不 收敛 。 
33。 若 (X,d) 是 完备 的 ， 证 明 (X,d ) 是 完备 的 ， 其 中 


34。 在 上 是 中， 由 〈X,d ) 的 完备 性 推出 (X,d ) 的 
完备 性 。 

35。 若 在 (XX,d) 中 {xs} 和 {x 。 } 满足 imd (x ,Xx ,> 
= 0 且 x,>1， 证 明 { x。 } 收 伍 且 极限 亦 为 1。 
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36。 若 {x。} 和 {1x。 } 是 度量 空间 (和 ，d ) 中 的 收 
合 序 列 且 有 相同 的 极限 iI， 证 明 它 们 满足 limd(x»,x.’ ) 


= 0。 
37。 设 有 + 个 未 知 量 51，52，…，&: 的 * 个 线性 方程 构成 


的 方程 组 。 
X= Cx+b 


其 中 x = (Ei1, E29 9 Es,) ,C= (Ciy),b 为 给 定 的 常数 。 
满足 条 件 立 C,,<1， 则 方程 组 有 唯一 的 解 。 


提示 :按照 28 题 所 定义 的 距离 。 
38。37 题 如 果 按 距离 


di(x,2)= > |E1~ bil 


试 证 得 到 的 条 件 为 
Sc 
39.37 题 如 果 按 距离 
d, (xXx, 2)= CS G8)") 2 
试 证 得 到 的 条 件 为 
之 Sc < 


. 试 证 R' 中 点 集 4 为 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 为 有 界 
，。 斌 证’ 中 点 集 A 为 自 列 紧 集 的 充 亡 条件 是 4 为 有 


。 若 义 是 紧 的 度量 空间 ， 且 及 CY 是 闭 的 ， 求 证 村 是 


第 四 章 ”线性 赋 范 空间 与 巴 
拿 攻 (Banach ) 空间 


我 们 在 度 基 空间 中 引进 了 极限 运算 。 统 一 了 一 致 收敛、 
平均 收 黎 、 按 坐标 收敛 等 极限 概念 。 但 这 对 于 分 析 数 学 的 各 
个 分 支 来 说 还 有 局 限 性 。 如 果 能 把 极限 运算 与 代数 运算 结合 
起 来 ， 就 可 以 获得 更 多 的 性 质 。 上 一 章 所 考察 的 函数 空间 和 
序列 空间 ， 实 际 上 也 是 一 个 代数 系统 。 当 着 眼 于 空间 中 的 代 
数 结构 时 ， 就 必须 引入 线性 空间 (或 向 量 空间 ) 的 概念 (这 
在 高 等 代数 中 已 经 介绍 过 )。 现 在 我 们 着 眼 于 把 极限 运算 结合 
起 来 考虑 ， 即 研究 所 谓 线 性 赋 范 空间 。 


8$4*! 线性 空间 


在 许多 数学 问题 和 实际 问题 中 ， 我 们 遇 到 的 空间 不 仅 要 
求 有 极限 运算 ,而 且 还 要 求 有 所 谓 的 加 法 和 数 乘 的 代数 运算 。 

定义 1 设 X 是 一 非 空 集合 ,在 X 中 定义 了 元 素 的 加 法 运 
算 和 实数 (或 复数 ) 与 XX 中 元 素 的 习 法 运算 ， 满 足下 列 条 件 ， 

41。 关于 加 法 成 交换 群 , 即 对 任意 x,yE 呈 ,存在 4EGX 与 
之 对 应 ， 记 为 4= x+y， 称 为 x 与 y 的 和 ， 满 足 

(1) x+y=y+Xxs 

(2) (x+y) +2=x+(y+2), 

(3) 在 关中 存在 唯一 元 素 9, 使 对 任何 xEX,x+0 = 
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-x 成 立 ， 称 9 为 卫 中 的 零 元 素 。 

(4 ) ”对 XX 中 每 个 元 素 x, 存 在 唯一 元 素 x GE 天， 使 二 
-x = 上， 称 x 为 x 的 负 元 素 ， 记 为 一 x。 

2. 对 于 XX 中 每 个 元 素 x*， 及 任何 实数 ( 或 复数 )a, 存 在 元 
: 素 wE 针 与 之 对 应 ， 记 为 4= ax， 称 为 a 与 的 数 乘 , 满足 

(1)》 1。xX=xX; 

(2) albx)= (ab)x, 对 任何 实数 (或 复数 ) 和 4 成立; 

(3) (a+b)x= ax + bxs 

(4) a(x+t+ty)=ax+ay。 
出 称 关 按 上 述 加 法 和 数 乘 运 算 成 为 线性 空间 或 向 景 空间 ， 其 
中 的 元 素 称 为 向 量 。 如 果 数 乘 运 算 只 对 实数 (复数 ) 有 意义 , 则 
称 XX 是 实 ( 复 ) 线 性 空间 。 读 者 不 难 证 明 对 所 有 向 量 x 和 数 c， 
有 


0x= 0 
a0= 6 
(~1)x= 一 X 


有 时 为 了 方便 起 见 ， 仍 把 零 元 素 6 记 为 0。 
下 面 举 一 些 线性 空间 的 例子 。 
例 1 + 维 欧 几 里 得 空间 R"， 对 于 R" 中 任意 两 点 *= 
《E204) 和 任何 实数 (复数 ) 
0， 定义 
X+y= (Etn Ez + Es + ) 
ax= (asi, aE,,°, aE,) . 
容 易 验 证 尺 按 上 述 加 法 利 数 乘 运算 成 实 〈 复 ) 线性 空间 。 
例 2 ”连续 函数 空间 Crc,2, 对 Cra,po] 中 任意 两 个 元 素 
XX,y 和 数 4a， 定 义 
(xTty) (tt)=x(t)+y(C(t) tE€Ca,b) 
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(ax) (1)=ax(t) iE€Cca,b) 
则 CLa,bI 按 上 述 访 法 运算 和 数 乘 运算 成 为 线性 空间 。 
一 般 ， 设 Q@ 为 一 集 ，、 廿 表示 QR 上 荣 些 函数 所 成 的 函数 
族 ， 在 正中 按 通常 方法 规定 加 法 和 数 乘 如 下 : 对 任何 +Ew， 
令 
Cf+g) (1)=f (tt) +g(t) fgEF 
(af) (1)=af (tt) ff EF，a 是 数 
如 果 对 任何 f,g 和 任何 数 a， 按 这 样 定 义 的 1+g 和 af 
仍 属 于 正 ， 那 来 五 按 上 述 加 法 和 数 乘 运算 成 为 线性 空 间 。 此 
后 车 不 另 作 说 明 ， 对 函数 空间 总 是 采取 上 述 的 加 法 和 数 乘 运 
算 。 
例 3 空间!1*( p 这 1) 
设 x= (51,5,,…5,,…) 是 实 ( 或 复 ) 数列 ， 如 果 


S81? 之 co， 则 称 数列 (E41,5s,… ) 是 已 次 收 伍 数列 。 


PP 次 收敛 数列 全 体 记 为 ， 称 1* 空 间 。 对 1? 中 任何 两 个 元素 
X= (El,E2,), y= 《%1,n72，… 〉 和 任何 实数 (或 复数 ) 
a， 定 义 
XtYI= (E+ Es + ) 
ax= (aE1,aEs,..) 
现在 证 明 这 样 定义 的 x+ 和 aox 仍 属于 1?*。 事 实 下 ， 
尖 
lIEs to < | tm) Smax(lE,| ,171) 7 


=22(max(| 197 7 


<<27( [Ej * +I»)? ) 


所 US E02 le D < 


则 x+yE1s。 容 易 证 明 ax E17?， 所 以 1*《P 宇 1) 按 上 述 加 
法 与 数 乘 运算 成 为 线性 空间 。 

一 般 ， 如 果 S 是 由 某 些 实数 列 ( 或 复数 列 ) 所 组 成 的 集 
合 ， 对 任何 X= (55 y= (7 ) ES， 以 :及 
任何 数 a， 定 义 

XYI= (Eritni Es +n,.) 
ax= (aEl,aE,,') 

若 x+y,ax 仍 属于 ， 则 S 按 上 述 加 法 及 数 乘 运算 成 为 
线性 空间 ， 者 不 男 作 说 明 ， 在 数列 空间 中 ， 我 们 总 采用 上 面 
定义 的 加 法 和 数 乘 运算 。 

对 于 线性 空间 ， 以 下 几 个 概念 是 经 常用 到 的 。 

设 尖 是 线性 空间 ， 和 "是 式 的 非 空 子 集 ， 如 果 对 任 何 x， 
>EX%o， 及 任何 数 c， 都 有 x+yEXo 及 axEX， 那 末 Xv 
按 么 中 加 法 及 数 乘 运算 也 成 线性 空间 ， 称 为 怀 的 子 空间 。 忒 
和 { 0 上} 是 XX 的 两 个 子 空间 ， 称 为 平凡 的 子 空间 。 若 忒 三 。 
风 浆 o 是 和 的 真 了 空 间 。 

设 x :，x:，…，Xn 是 线性 空间 二 的 向 量 ，al ,az ，…， 
Qny 是 m 个 数 (车 为 实 线性 空间 ， 则 ai ,i=1，2 ，…，7M1y 
为 实数 ， 若 人 为 复线 性 空间 ， 则 为 复数 ， 以 下 类 辐 ， 不 另 作 
说 明 ) ， 称 aixi+asxs+…+asxo 为 向 量 X1,Xs，… ,xX。 的 
一 个 线性 组 合 

设 MM 为 X 的 一个 非 空 s 子 集 ，M 中 任何 有 限 个 向 量 线性 组 
合 的 全 体 记 为 spaaM ， 称 为 由 内 张 成 的 线性 包 。 容 易 证 明 
span 呆 是 汉 的 线性 子 空间 ， 并 且 是 X 中 包含 太 的 最 小 线性 
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子 空间 ， 即 车 入 是 人 关中 包含 太 的 最 小 线性 子 空间 ， 那 么 必 有 
NODOspanM, 


其 实 任 取 x: EM Ck=1,2.…n)， 则 xiEN， 故 
DD aixt EN, 但 spanM 是 形 如 之 ai xi 的 一 切线 性 组 合 组 
=1 A=1 


成 的 集 ， 故 spanMCN。 
定义 2 ” 设 x:,xs，…，x。 是 线性 空间 中 的 向 量 ， 如 果 
存在 ”个 不 全 为 零 的 数 c: ,0a:，…a, 使 
CGIX1 二 GoX2 十 十 CnxXn 二 1 
则 称 x1 ,xs,，… ,x, 线 性 相关 ， 否 则 称 为 线性 无 关 。 
不 难看 出 xy ,xs，…,X, 线 性 无 关 的 充 要 条 件 为 ， 车 


了 aixi = 0， 必 有 ai =as=…=a,= 0。 
i=1 


定义 3 设 必 是 线 件 空 间 关 的 一 个 子 集 ， 如 果 必 中 任意 
有 限 个 向 量 都 线性 无 关 ， 则 称 必 是 全 中 线性 无 关子 集 。 设 和 M 
和 六 为 和 中 两 个 子 集 ， 若 内 中 任何 向 量 与 六 中 任何 向 量 都 线 
性 无 关 ， 则 称 M 和 六 线性 无 关 。 

线性 无 关 与 线性 相关 所 取 数 域 有 关 ， 在 实数 域 上 线性 无 
关 的 向 量 在 复数 域 中 可 能 线性 相关 

定义 4 设 X 是 线性 空间 ，M 是 X 中 性 无 关子 集 ， 如 
果 s panM =X， 则 称 闻 的 基数 为 X 的 维 数 ， 记 为 dim XX， 
M 称 为 大 的 一 组 基 。 如 果 M 的 基数 为 有 限 数 ， 则 称 式 是 有 限 
维 线性 空间 ， 否 则 称 刁 是 无 限 维 线性 空间 ， 如 果 拓 只 含 零 元 
素 ， 称 飞 为 零 维 线性 空间 。 

在 线性 代数 中 已 经 证 明 ， 任 何 有 限 维 空间 的 维 数 不 随 基 
的 不 同 而 改变 。 
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欧 氏 空间 天 "是 一 ? 维 线性 空间 ， 向 其 组 
el1 一 (1,0,.…,0) 
e2 二 (0,1,.…,0) 


e»= (0,0,..…,1) 

构成 娠 "的 一 组 基 ， 称 它 为 上 专 " 的 你 准 基 。 

Ctra,bJ 是 无 限 维 线性 空间 ， 事 实 上 ， 如 果 CCta,62 的 所 
有 元 率 都 能 表示 为 no 个 元 素 f1,f:,…f 4,。 的 线性 组 合 ， 那 末 
1,tst*,…,t"o 都 属于 CCa,6], 这 n。+ 1 个 元 素 都 能 用 1 ,f,， 
…,7 。 表 示 出 来 ， 即 它们 是 线性 相关 的 。 然 而 众所周知 ，1， 
二 相对 任何 ”都 是 线性 无 关 的 ,因此 ,Cfa,5 只 能 是 无 限 
维 的 线性 空间 。 


$4.2 线性 典范 空间 和 巴 拿 赫 空间 


以 上 我 们 引入 了 线性 空间 以 及 有 关 的 概念 。 但 是 为 了 研 
究 从 数学 或 物理 中 提炼 出 来 的 线性 或 非 线 性 问题 ， 在 线性 空 
间 中 还 需 引 入 适当 的 收敛 概念 ， 这 一 点 与 线性 代数 中 研究 矩 
阵 时 的 情形 是 不 同 的 。 在 线性 代数 中 研究 窍 阵 时 ， 无 需 引 入 
收敛 概念 ， 原 因 在 于 那里 处 理 的 问题 都 属于 “有 限 维 ” 的 范 
拷 内 。 现 在 的 情况 则 不 同 ， 出 现 的 问题 大 都 属于 “无 限 维 ” 
的 范围 内 ， 因 此 ， 收 敛 概念 是 不 可 缺少 的 ， 由 于 我 们 现在 是 
在 线性 空间 中 引入 收敛 概念 ， 故 在 引入 时 应 当 将 它 与 线性 空 
个 中 的 线性 运算 结合 在 一 起 考虑 。 因 为 只 有 结合 在 一 起 ， 用 
它 来 处 理 具 体 问 题 时 才能 发 挥 更 大 的 作用 。 我 们 只 介绍 其 中 
一 种 ， 即 在 线性 空间 中 赋 以 范 数 ， 然 后 在 范 数 的 基础 上 引入 
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收敛 概念 。 

定义 1 设 X 是 实 (或 复 ) 的 线性 空间 ， 如 果 对 每 个 向 
量 x< 信 有 一 个 确定 的 实数 ， 记 它 为 1 x 上 与 之 对 应 ， 并 且 满 
足 : 

(C1) |]xj 汪 0, 且 上 xj=0 等 价 于 x=0; 

(2) Tax1 =|e| 上 x 上, 其 中 a 为 任意 实数 ; 
(3) hxtyl lzl+tlyl,ryE XN 称 || x, | 
为 向 量 x 的 范 数 ， 称 开 按 范 数 | x | 成 为 线性 赋 范 空间 。 

设 {x。 } 是 XX 中 点 列 ， 如 果 存 在 XEX, 使 x。 x 上 0 
《n>oo ) 则 称 { x, } 依 范 数 收敛 于 x 记 为 


lim x;,=XxX 或 Yo~>xX (7 一 co ) 
3 一 > oo 


如 果 令 d(x,y)= x-y1 (x,y€EXX) 容易 验证 d 
(x,y) 是 六 上 的 距离 , 且 {xs} 依 范 数 收敛 于 x 等 价 于 { x，} 
按 距离 4d ( x,y ) 收 化 于 x。 称 d(x，y) 为 由 范 数 x1 导 
出 (或 称 诱导 ) 的 距离 ， 所 以 线性 赋 范 空间 实际 上 是 一 种 特 
殊 的 度量 空间 ,如 果 d(x,y) 是 由 上 帮 x 上 导出 的 距离 ， 那 么 这 
种 距离 和 线性 运算 之 间 有 某 种 关系 ， 即 对 任何 数 a 和 向 量 x,y 
EX， 有 : 

(1°) d(x—»y,0)=d(x,y)s (4,.1) 


(2°) dl(ax,0)= |ald(x,0)。 
反之 ， 如 果 世 是 线性 空间 ， 4 是 X 上 距离 ， 并 且 满 足 条 件 1” 
和 2 , 屠 末 一 定 可 以 在 上 定义 范 数 上 x1 ,使 4 是 由 上 x 上 所 
导出 的 距离 。 事实 上 ， 令 1x1 =d( x,0) ,由 条 件 1°,2° 不 
难 证 明 这 样 定义 的 |x | 是 范 数 ， 且 d (x，y)= 上 x-y||。 
条 件 1° ,2?" 反 映 了 空间 的 度量 结构 和 线性 结构 之 间 具 有 其 种 
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协调 性 。 
从 范 数 公理 出 发 可 以 推 得 以 下 几 个 性 质 ， 
性 质 1 设 {Y, } 是 工 中 收 和 敛 点 列 , 则 范 数 序列 { 1 xs } 


是 有 界 的 。 
[证 明 ) 由 不 等 式 
jx = x -x+ 有 |x 一 x 本 +x 中 


滩 及 lim xs 一 Xi = 0 立即 导出 。 


性 质 2 范 数 x 上 是 XE 的 连续 函数 。 

证明 1 事实 上 ， 对 于 任何 x,yE 和 AS， 由 范 数 条 件 《2 ? 
和 《3 )， 不 难 证 明成 立 不 等 式 

yl oxiiely-xl 

所 以 当 1 xxX| 一 0 时 ， 上 x 上 一 上 x 

性 质 3 设 {1x,}，{y>，} 都 是 并 中 收敛 点 列 ,x,y EX 且 
有 x， 一 x，yv 一 2 则 

Xn+ Yr>X+Yy (n>0) 

[证 明 ] 可 由 下 列 不 等 式 导出 

| xstyn— x+ 二 xs 一 x+ 和 ys 一 了 

性 质 4 设 { x,} 是 和 中 收敛 点 列 ,数列 { ua， } 收 敏 于 ww， 
出 a,x,->ax (MT->co) 。 

5 证 明 ] 可 由 下 列 不 等 式 导出 。 

1asxs-axl<lacx 一 ax +1lasx-ax| 
<|a, | 1x, 一 x+ia 一 allxt 

性 质 3,4 表 明 线 性 运算 在 并 中 的 收敛 意义 下 是 连续 的 。 因 
此 、 通 过 在 线性 空间 中 引入 范 数 ， 就 达到 了 我 们 把 极限 运 算 
与 代数 运算 结合 起 来 考虑 的 目的 。 

线性 赋 范 空间 X 按 照 距离 d(x,y)= jx-y 成 为 度 
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量 空 间 ， 因 此 ， 将 会 出 现 两 种 情形 ， 一 种 是 六 完备 ， 另 一 种 
情形 是 六 不 完备 。 我 们 将 完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 巴 拿 赫 空 
间 。 

下 面 举 一 些 今后 常用 的 线性 赋 范 空间 的 例子 。 

例 1 % 维 欧 氏 空间 R"， 对 每 个 x = (8&1, 51%,) 
EGR" ， 定 义 


| x = VE 十 | + 1E (4.2》 
如 果 令 dws)= |x-ylh=(D ls -nl 


2= W102 ,NM ER" 
则 d(x,y) 即 为 R" 中 欧 几 里 得 距离 , 旦 满足 (4.1) 中 条 件 1" 及 
2*、 由 此 可 知 x 上 是 R" 中 范 数 ,又 因 R' 完 备 , 故 R' 按 (4*2》 
中 范 数 成 巴 拿 赫 空间 。 
例 2 空间 CLa,bj 对 每 个 xCCfLa,b0J]， 定 义 


[xi 二 max |x(#)| (4.3> 


容易 证 明 CLa,6] 按 (4*3) 中 范 数 成 为 巴 拿 赤 空间 。 
例 3 空间 1 下 ， 对 于 每 个 X= (21,E2,'") E1”、 
定义 
xl = suplel (4°4» 


不 难 验 证 /" 按 (4.4 ) 中 范 数 成 巴 拿 将 空间 。 

例 4 空间 1*(P>1) 按 范 数 上 xl“ 成 为 巴 拿 未 空 
间 。 

设 x= (555 = (91,72) E17, 易 知 1*(P1》 
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是 线性 空间 。 


wr 


S xls= (S11) 


容易 验证 | x 有 * 满 足 范 数 条 件 (1)《〈2 )， 且 由 闵可夫 斯 基 
不 等 式 得 
x+ylo= (2 1,+71’) 


< (了 1 tT In) 


= xlls+t+ilyls, 
满足 范 数 条 件 (3 ) ， 所 以 1: 是 线性 赋 范 空间 ， 并 不 难 证 明 
也 是 完备 的 ， 即 成 巴 拿 耕 空间 。 
为 了 进一步 举例 ， 我 们 将 $ 3"2 中 导出 的 茶 尔 德 不 等 式 
与 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 积分 形式 四 范 数 形式 表达 出 来 。 


性 尔 德 不 等 式 设 p>1, s+ = FEL?Co,b), 


gELsCa,b], 则 f(t+),g《t) 在 Ca,6J) 上 可 积 ， 并 且 下 列 
不 等 式 成 并 
fgl<lflisilols 


# 


其 中 17ol = 上 If Wold 


fl pa 
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llgl ,= ‘| loDl dat) ” 


闵可夫 斯 基 不 等 式 ” 设 p>1,f,gEL?Ca,b2， 风 

f+gE€L?[a,6)， 并 且 下 列 不 等 式 成 立 
lfrol,s<lfl;,+lols 

例 5 空间 L’Ca,b)(p 之 1 ) 按 范 数 | /1 成 为 线性 
赋 范 空间 。 

事实 上 ，| 8， 满足 范 数 条 件 (1) 及 (2) 是 显然 
的 ， 又 由 内 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 当 p 宇 1 时 ， 对 任 何 f，g EL? 
Ca,6J 有 ft+gl ,万 上 f+ 9g| ,所 以 L*fa,5J 按 范 数 
1 fj 成 线性 赋 范 空间 。LK*[Ca,5] 也 是 完备 的 ， 故 也 是 巴 拿 
赫 空 间 。 

最 后 让 我 们 考察 有 限 维 线性 赋 范 空间 的 性 质 。 

定理 1 设 久 是 n 维 线性 赋 范 空间 ，(e1，es…，e.) 是 
六 的 一 组 基 ， 则 存在 常数 术 和 于 ， 使 得 对 一 切 


LL 
xx = Ytret 
k=1 


成 立 
” 1 
Mx|<(DIe <M’ zx 
A=1 


[证 明 ] 对 任意 x 全 义 ， 有 
lxl= 1 iel<S esl 1él 
< (六 EA ) 
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记 m= ( 5 esi ”> #, 则 有 lx <m( D181) 


任 取 y= 避 mer CX， 由 上 述 不 等 式 知 
x yx 
cm ST Em 


这 证 明 范 数 ‖ x | 是 欧 氏 空间 尽 * 上 的 连续 函数 ， 记 
ff E11,C29 7 Es ) = x] 
当 x = 0595 位 于 单位 球面 S 上 ， 即 


之 1Ex| =1 时 ，| 之 bei =1xls0。 


实际 上 ， 若 | 立 ” See1 =0, 必 有 也 Set=0 


因 六 上 = 18 ,8 不 全 为 零 ， 再 由 { ex } 是 线性 


无 关 的 ， 获得 矛盾 。 这 就 是 说 站 (5 ,Es,… ,5,)= | xl 在 S 
上 处 处 不 为 零 。 因 5S 是 B" 中 有 界 集 ， x 上 在 S 上 取得 非 零 的 
最 小 值 m'，m’ >0, 于 是 ， 对 任意 的 x*E 了 且 ， 作 


-2 
2 


x= (D1E:l’) x 
1=1 
由 x' ES， 因 而 
m CT EN SOB ll xl 
EE=1 k=1 
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= xl<m( ZT IEl:) 二 


-1 r_1 4 、 > 
令 型 = 让 ， 肤 = 7-， 即 得 到 结论 。 [证 毕 ] 
推论 | 设 在 有 限 维 线性 空间 上 ， 定 义 两 个 范 数 | x | 和 
和 x 1 册 必 存在 常数 和 奴 / 使 得 
Mlxl <lxl'<M’ lx) 
[证明 ] 记 jxlo= CZ 87)Y 


入 


其 中 x= 之 et， 由 定理 1 可 知 存在 正 数 久 和 天 “， 


工 各 工 /有 
Klxl<llxl, <K lx| 


Txhislxlos<L xl 


K MM’ K’ 


将 两 式 综合 起 来 ， 令 MM= 入 ， 玉 = 和， 即 得 结 
论 。 5 证 毕 


定义 2 设 反 是 线性 空间 ， 外 x | :和 站 x 1 :是 天 上 两 个 
范 数 ， 如 果 存 在 正 数 C :和 C:， 使 得 对 一 切 xEX， 成 立 
Clxlass 和 ilxlas<cCzlxls 
则 称 范 数 ‖x1 :和 站 xjl :是 等 价 的 。 

对 两 个 等 价 的 范 数 1 xl ，1xi，1x, 一 xj 一 0 和 
Hx, 一 x :一 0 是 一 致 的 ， 因 此 ， 我 们 称 (有 天， x1》 
和 (X，1x1 >) 这 两 个 线性 赋 范 空间 是 拓扑 同 构 的 。 
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推论 2 ”任何 有 限 维 赋 范 空间 都 和 欧 氏 空间 拓扑 辐 构 ， 
相同 维 数 的 有 限 维 赋 范 空间 彼此 拓扑 同 构 。 

推论 5 有限 维 线性 赋 范 空间 是 完备 的 ， 因 而 是 闭 的 。 

推论 4 有 限 维 线性 赋 范 空间 中 任何 有 界 集 是 列 紧 的 。 

最 后 ， 我 们 在 线性 赋 范 空间 中 引进 无 穷 级 数 的 概念 。 

定义 3 设 {x, 1} 是 线性 赋 范 空间 中 的 点 列 ， 无 穷 和 


DS X= tr tt (4.5》 
n=L1 


为 无 穷 极 数 ， 或 简称 为 级 数 。 当 其 ?项 和 《〈 即 部 分 和 》 
惊 ,= Xi 十 Xa 十 十 X%s 
按 范 数 收敛 于 x。E 抢 时 ， 称 级 数 (4。.5 ) 是 收敛 的 。xo 称 为 级 
数 (4.5 ) 的 和 。 当 { S,} 在 了 中 不 收敛 时 ， 就 称 级 数 (4 .5》 
是 发 散 的 。 
由 定义 易 知 ， 在 巴 拿 赫 空间 中 级 数 收 僵 有 如 下 淹 别 法 则 


定理 2 设 卫 是 巴 拿 赤 空间 ， { x,} 是 和 中 点 列 ， 则 级 


2 


数 之 x, 收 敛 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 正 数 。 ， 存 在 正 整数 


N， 使 得 当 m、% > 六 时 ， 都 有 
5 x: | <e 
成 立 。 
另外 ， 数 学 分 析 中 级 数 的 其 它 许 多 概念 也 不 难 推 广 到 
巴 拿 赫 空 间 中 ， 例 如 如 果 
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,之 | xs | 收敛， 则 称 本 x 为 绝对 收敛 。 


容易 验证 ， 在 巴 拿 灰 空间 中 ， 绝 对 收敛 的 级 数 Xe 
必 收 敛 。 


34.3 线性 算 子 和 线性 笑 函 的 定义 


我 们 将 研究 从 线性 赋 范 空间 XX 到 另 一 个 线性 赋 范 空间 节 
中 的 映射 ， 亦 称 算 子 。 如 果 了 是 数 域 ， 则 称 这 种 算 子 为 泛 


函 。 算 子 和 泛 函 我 们 并 不 卫生， 便 如 微分 算 子 “也 = 区， 


就 是 从 连续 可 微 函 数 空间 C1Ca,6] 到 CCa,6J 上 的 算 子 。 而 获 
曼 积分 f f (+ ) dt 就 是 连续 函数 空间 CCasbJ 上 的 泛 函 。 


如 果 说 函数 是 数 和 数 之 间 的 对 应 ， 那 末 ， 算 子 可 以 说 是 函数 
和 函数 之 间 的 对 应 ， 不 过 ， 这 是 更 高 一 级 的 对 应 而 已 。 
定义 1 设 X 和 了 是 两 个 同 为 实 (或 复 ) 的 线性 空间 ， 
D 是 XX 的 线性 子 空间 ，T 为 D 到 了 中 的 上 映射， 如 果 对 任何 x ,y 
ED 及 数 c 成 立 
T(xX+y)= TxX+ Ty (4.6) 
Toax)=aTx (4.7) 
放 称 T 为 D 到 了 中 的 线性 算 子 ， 其 中 D 称 为 工 的 定义 域 ， 记 为 
D( T)，、Tp 称 为 的 值 域 , 记 为 R( TT)。 当 工 取 值 于 实 
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〈 或 复 ) 数 域 时 ， 就 称 工 为 实 〈 或 复 ) 线性 泛 函 。 

如 果 了 为 线性 算 子 ， 在 (4.7) 中 了 到 xx='0， 立 即 可 得 T(0) 

= 0， 称 为 零 算 子 ， 称 集合 
{x| Tx=0, xED(T)} 
为 算 子 工 的 零 空间 ， 记 为 VY(T )。 

例 1 设 XX 是 线性 空间 ，ca 是 一 给 定 的 数 ， 对 任何 xE€ 
义 ， 令 Tx= ax， 显 然 荆 是 XX 到 XX 中 的 线性 算 子 ， 称 为 相 似 
算 子 ， 特 别 地 ， 当 4 = 1 时 ， 称 为 恒 等 算 子 ， 记 为 1:、 或 I。 

例 2 设 PC0,12 为 [0，12 区 间 上 多 项 式 全 体 ， 对 每 一 个 
XEPL0,1J， 定 义 


Tx(t)= x0) 
由 求 导 运算 的 线性 性 质 ， 立 即 可 知 T 是 PC0,12 到 P00,1D 中 
的 线性 算 子 ， 称 为 微分 算 子 。 如 果 任 取 t。 Er[0,1]， 对 任何 
xx 和 Pr0,1]， 和 定义 
F(xo)=X (to) 
则 jj 是 P50,1] 上 的 线性 泛 函 。 
例 3 对 每 个 x EC[a,p 2， 定义 


Tx(t)= | X(T)dz 


由 积分 的 线性 性 质 ， 可 知 T 是 CCa,b] 到 CCa,00 中 的 线性 算 
子 。 若 令 


tCx)=| x(T)d7 
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则 /是 Cra,b0 上 线性 泛 画 。 
例 4 对 任何 x ECra,53， 令 
Tx (ft) =itx(t) 
易 知 T 是 线性 算 子 ， 称 其 为 乘法 算 子 。 
例 5 设 有 R: 为 n 维 线性 空间 ， 在 R" 中 取 一 组 基 (ei， ez 
er ) ， 则 对 任何 x & R"，x 可 以 唯一 地 表示 成 
X= 5 Ee,, 
对 每 个 *x# 方 阵 (+;; 》， 作 怀 "到 :中 算 子 人 如下: 


当 x = > Eje; $ 令 


y= TX = 5 yie; 
其 中 Ji 三 5 fi;E;,i=1,2,., 2 显然 这 样 定义 的 工 
是 线性 算 子 。 这 个 算 子 在 线性 代数 中 称 为 线性 变换 。 算 子 了 


显然 由 方 了 泗 (4; ; ) 唯一 确定 ， 有 时 就 记 为 T= (ti;)。 
反 过 来 ， 设 Te;=tijel +t2jes + "ttijesn, (J=1,2, 


…，#) 则 当 x= 这 5;e, 时 ,由 的 线性 可 得 Tx= 之 yie 


这 里 y;= 之 t; ;$5;:， 即 工 是 对 应 于 方 了 泗 (ft; ; ) 的 算 子 。 


由 此 可 知 ， 在 有 限 维 空间 上 ， 当 基 选 定 以 后 ， 线 性 算 子 
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与 秆 阵 是 对 应 的 。 
设 (a1,4,,…,as) 是 一 组 数 ， 当 x = 之 Ej;e; 时 ， 定义 


fl\x)= 之 ajE; 


1=1 


易 知 f 为 R" 上 线性 泛 西 。 反之， 如果 f 是 R*" 上 线性 泛 画 ， 记 
j= 了 《e152,…n; 则 当 x= 可 和 J 时 .由 / 的 线性 


LL 


f(x)= > Ejfle;)= > Eia; 


由 此 可 见 ， n 维 线性 空间 上 ， 线性 沁 茹 与 数 组 人 CGI9QG 29 9 
a，)》 相 对 应 。 


$4.4 线性 有 界 算 子 


定义 1 设 多 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ， 工 是 A 的 线性 
子 空间 D( T ) 到 了 中 的 线性 算 子 ， 如 果 存 在 常数 C、 使 得 所 
有 x ED(T) 有 

| Txl<Clxl (4.8) 

则 称 工 是 D(T ) 到 了 中 的 线性 有 界 算 子 ， 当 D(T)= 六 时 ， 
称 工 为 羡 到 了 中 的 线性 有 界 算 子 ， 简 称 为 有 界 算 子 。 

我 们 最 感 兴趣 的 是 使 (4.8 ) 式 对 一 切 x ED(T ) 成 立 
的 “最 小 ”的 数 C， 为 此 引入 下 面 的 基 杰 概念 。 

定义 2 ” 设 工 为 线性 赋 范 空间 所 的 子 空间 D( 了) 到 线 
人 性 赋 范 空间 Y 了 中 的 线性 算 子 ， 称 
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Tx| 


= 4。 
1 (4.9) 
x DCT) 
为 算 子 工 在 DP(T) 上 的 范 数 。 


显然 , 若 工 是 D( 工 ) 上 线性 有 界 算 子 , 则 ‖ 工 」 是 一 有 限 
数 ;反之 ， 当 是 中 二 oo 时 ， 由 工 的 线性 ， 则 有 


| Tx TI lxl, xcEDIT) (4.10) 
定理 1 设 T 是 D(T) 上 线性 有 界 算 子 ， 则 成 立 
ITH=.sup TFTxll= supl 人 Tx 
* DT7 * oDCT) (4.11) 
zx =1 Hx le<i 
[证 明 ) 因为 
= 上 Tx -~ | _Tx 
IT= su? 人 sup | Tzi | 
zeDT) *eD(T) 
)| 
= ( 
SuP RE 
* DCT) 


令 y= 六 则 yl 上 =1, 且 yED(T)， 


所 以 
TI 和 sup | Tx a sup | Txll 
zeDIT)》 xeD(CTY 
xl=1 nxll<i 


(4.12 > 
反之 ,车 xED(T)， 中 x 志 1!， 则 由 (4:10) 
Tx 下 x 和 人 工 川 
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所 以 sup | 开 x 人 入 中 工 上 (4.13). 


ED(TY 
i* 1] <1 


由 (4,12)，(4,13) 式 ， 得 知 (4,11) 式 成 立 。 [证 毕 ] 
例 1 线性 赋 范 空间 X 上 的 相似 算 子 Tx= ax 是 线性 有 
界 算 子 ， 且 1 Ti =jacl， 特 别 上 ITIL=1 101 =0。 
例 2 设 半 = C00,17, KK(t,7) 是 矩 形 50,12 x [50,12 上 二. 
元 连续 函数 ， 对 每 个 x ECC50,1] ， 定 义 


Tx wf K(lt, T)x(T)dT 


易 知 荆 是 C50,12 到 CL50,12 中 线性 算 子 ,这 个 算 子 称 为 积分 算 
子 ， 其 中 函数 k(t, + 》 称 为 工 的 核 。 又 因为 


[x(DI< max |x(t)}=|xl 
ostsl 


所 以 


1 
| Tx = max J K(t, T)XCT)dT | 
0 


1 


< max f{ [ECGt TY)IxCr)idr 


0 
1 

< max | KOt, r)dr xl 
0 


.因此 T 是 有 界 算 子 ， 可 以 证 明 此 时 


1T1=Rez | Eco ladr 


ateal 
0 
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例 8 对 任何 fFELca,65 J 作 
r= f(t)dr7 
则 工 为 LCa,b) 到 Lca,52 中 的 线性 算 子 。 又 因为 


| TA farlat 


< 人 人 ironarat 


5 3 
<| [for)ldr。 | 1dt 


= (6b— of 
所 以 中 工 上 <6-o， 另 一 方面 ,对 任何 使 e+ 二 <b 的 自然 


数 n， 作 函数 
n +tEta, a + 二] 


ro- | 1 
0 tE(at+— bJ 
ns - 


容易 知道 ,此 时 上 站 | ;=1， 而 且 
ITf. 1=| 人 fr)dtldi 


+.1 5 


nto dt) ldt 
1 


+n 
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1 
= (6 -0) 一 
所 以 Ts ap 了 Tf, 上 =6-a， 从 而 ilTH=6 


一 Go 


最 后 举 一 个 无 界 算 子 的 例子 。 
例 4 考察 微分 算 子 了 x(t) = -x( 四 , 则 车 视 PC0 ,13 


为 C50,12 的 子 空间 , 令 xX ,1)=1", 1x。 =1, 但 1 Tx,1 = 


max m1|=n 。 所 以 TI 之 | Tx, 中 =x， 妈 
T 是 无 界 算 子 。 

下 面 我 们 会 看 到 对 线性 赋 范 空间 中 的 线性 算 子 而 言 ， 有 
界 性 与 连续 性 是 等 价 的 。 


设 久 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 、， 工 是 到 了 的 线性 算 
子 。 如 果 对 于 任意 的 :二 0， 存在 >>0， 使 得 当 上 x xo 1 <$ 
和 时， 都 有 
| Tx—- Txoll<e 
则 称 工 在 D(T)(CX) 上 连续 ， 此 时 就 称 荆 是 连续 算 子 。 
类 似 地 ， 也 有 一 致 连续 性 的 概念 ， 如 果 对 于 任意 的 s> 
0， 存在 只 依赖 于 s 的 6(e)>0, 使 得 对 任何 的 x1» XED 
《 工 )， 只 要 x1—x:, | <6, 都 有 
| Tx:—- Tx:| < 8 
威 立 ， 则 称 工 在 D(T) 上 是 一 致 连续 的 。 
线性 算 子 的 连续 性 同样 可 以 用 序列 极限 的 形式 来 表述 。 
我 们 有 如 下 的 定理 
定理 2 是 线性 赋 范 空间 XX 到 .站 申 线性 算 子 。 T 在 
xo EX 连续 的 充 要 条 件 对 六 中 收 伍 于 x 的 任何 阅 量 序列 


—.115— 


{x,} 都 有 {Txs 收敛 于 Tx。， 即 当 x, 一 xz 上 时， 都 有 
Tx—>TXo (n>00) 。 
下 面 我 们 给 出 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 的 等 价 定理 。 
定理 5 设 T 是 线性 赋 范 空间 关 到 线性 赋 范 空间 YY 中 的 
线性 算 子 ， 风 工 为 有 界 算 子 的 充 要 条 件 为 是 XX 上 连续 算 
子 。 
[证 明 ] 车工 有 界 ， 由 (4.8) 式 ， 当 x,->x 时 ， 因 为 
| Tx.~ Txl <Clx.—x|l 
所 以 1 Tx,-Txll 一 0， 即 Tx. 一 Tx， 同 时 TT 连续 。 
反之 ， 若 工 在 上 连续 ， 则 工 在 点 0 E 广 连续， 对: = 1， 
存在 93> 0， 使 得 当 x1 = 1x-01 < 时 ， 都 有 
下 Tx-TIil==1Txl<s=1l 


1 =》 <5)， 因 此 


% 
xf 


6 性 ~ 0 
上 下 到 和 让 arzr ll ™*l<! 


从 而 对 任意 xXE 和 ， 都 有 


Tx <3 x 


即 工 是 有 界 算 子 。 5 证 毕 ] 

线性 赋 范 空间 中 的 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 等 价 这 一 
特性 是 线性 算 子 理论 上 与 应 用 中 最 常用 的 结果 之 一 ， 它 是 由 
算 子 本 身 的 线性 及 空间 拓扑 的 线性 所 决定 的 。 
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例 5 富里 时 变换 ys = | ei'‘x(1)dt 


可 以 看 成 是 空间 太 ( - ce， + co) 到 空间 C(- ce。，+co) 的 算 
子 。 


+% 


设 rxD= | eisix(t)dt ,xEL(-%, 


- 


+co)， x 串 -| 1x(t] dt 


一 名 


易 知 yl<) JeisrtIxC)| dt 


= xlar= sl 
因此 I Tx =>l= supy(s)s xl 
县 由 |y(s+h)-y(s)| 
-上 x(t)(eirt— 1)ei’’ dt| 


<| [xCt)| lei'’—1ildt 


=2 | [x (#)| lsin lat 
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<: | Ix(2 ldt+2 )， |x(f) dt 


pb 
+hp |x(t)| qt 


因 x() 是 工 可 积 函 数 ， 故 可 取 6 足够 大 ， 使 上 式 右 端 前 两 
项 之 和 小 于 ， 取 定 8 后 ， 再 取 * 足够 小 ， 使 上 式 右 端 第 


三 项 小 于 。 ， 即 


|y(s+A) 一 ys) | <e 
因而 y(s) = Tx 是 (- so, +co) 中 的 连续 函数 。 因 为 工 是 过 ( 
-co,+co) 到 C(- co,+co) 中 的 线性 算 子 ,也 就 是 著名 的 富 
里 叶 变 换 。 又 由 于 上 Tx 志 上 x 上 ， 故 知 上 | 工 呈 志 1， 即 富 
里 叶 变 换 工 是 有 界线 性 算 子 ， 也 就 是 连续 线性 算 子 。 


$4.5 线性 算 子 空间 


在 34.4 中 我 们 研究 了 单个 线性 算 子 的 性 质 , 如 有 界 的 充 
分 必要 条 件 ,连续 的 充分 必要 条 件 ,有 界 性 与 连续 性 的 关系 等 
等 。 现 在 我 们 要 从 更 高 的 角度 来 考察 有 界线 性 算 子 。 将 从 一 个 
线性 赋 范 空间 六 到 另 一 个 线性 赋 范 空间 了 中 的 每 一 个 有 界线 
性 算 子 看 成 一 个 元 素 , 所 有 这 些 元 素 构 成 的 集 用 BCX 一 Y) 
表示 。 

设 A 和 B 属 于 BCX 一 YY)，a 是 所 讨论 数 域 中 的 数 时 ， 定 
义 B(X 了 ) 中 的 加 法 运算 及 数 乘 运算 如 下 ; 

对 任何 x EX， 令 
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(A+B)x=Ax+Bx 《4。13 ) 

(aA)x=aAx (4。14 ) 

下 面 证 明 B(X>Y ) 按 上 述 线性 运算 及 算 子 范 数 霹 为 线 

性 赋 范 空间 。 事 实 上 ,如 果 A、 BE BCX->Y)， 则 对 任何 
x 下 ， 由 算 子 加 法 定义 ， 


iC(A+B)x)| =] Ax+Bxj<lAxI|+| Bxll 
三 上 HA x + Bh wl 
=(1 Alt 人 BT 作 xf (4。15) 


由 于 A 及 B 是 有 界 算 子 ， 所 以 A+ Bj 二 2， 由 
此 可 知 A + BEB(X>V)， 并 且 成 立 不 等 式 


JA+RI<IAN+IBI (4.16) 
又 对 任何 a 显然 有 
laAl= sup, (aA)xl =, sup laAxl 

~ lal sp, HA = lall Al 


由 此 得 到 aAEB(X>Y) 且 aAH=tal 人 Al 。 最 
后 ，|j 人 1 = 0 的 充 要 条 件 为 对 于 任何 xEX，Ax=0， 即 
A=0。 因 此 BC(X- 了 ) 按 上 述 加 法 及 数 冬运 算 和 算 子 范 数 成 
为 线性 赋 范 空间 。 

今后 称 刀 (入 - 了 了) 为 线性 算 子 空间 。 

在 $4*2 中 ,我 们 定义 了 线性 赋 范 空间 中 点 列 依 范 数 收敛 
的 概念 ， 这 个 概念 对 B(X 一 了 ) 无 疑 是 适用 的 。 

定义 1 设 T,， Tn=1, 2，'")€B(X=Y),， 
如 果 | 

lim | T.-T =0 


则 称 算 子 序列 { T,} 按 范 数 收敛 于 工 ， 也 可 称 { 工 , } 一 至 
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收敛 于 了 T。 
定义 2 设 T,T,(z=1;2，…)E 忆 (一 了 )， 如 果 对 每 
个 xE 六 ， 


lim | Tx~Tx|i=0 
LE 


则 称 算 子 序列 { 工 。} 强 收 敛 于 工 。 

定理 1 设 T,T,n=1,2,…)E€B(X—>Y), 则 任 一 
{ 于,} 依 算 子 范 数 收敛 于 工 的 充 要 条 件 是 { T, } 在 关中 的 
有 界 集 上 一 致 收 伍 于 工 。 


[证 明 ] 必要 性 : 设 lim iT, 一 下 =0， 设 BCX 


上 一 TX 过 Ts 一 工业 四 zx 入 志 TI 
(4.16) 


任 给 正 数 。 >0， 存 在 太 >0， 使 得 当 ? 之 六 时 ， 作 工 . 一 了 工 | 
一元， 于 是 由 (4.16) ,得 到 


让 工 ow 一 了 xj< = 

对 于 xE 歼 一 致 地 成 立 ， 即 { 工 。} 在 如 上 一 致 收敛 于 工 。 
充分 性 : 设 (1T。} € BCX->Y) 在 无 中 的 任 一 有 界 集 

上 一 致 收敛 于 TEB(X> 了 )， 取 多 中 的 单位 球面 8= { x 
| x 上 =1l， xc 和 X)， 根 据 假定 ， 对 任意 的 s>0, 存 在 六 > 
0， 使 得 当 xm> 人 六 时 ， 

TT.x- Tx| <e 
对 于 5 一 致 地 成 立 ， 于 是 


1T,-Tl = Sup_， 1 Tx Txl <e 
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(n>N) 
天 { TT，} 依 范 数 收敛 于 工 ， 5 证 毕 ] 
定理 2” 设 T，T,(n=1, 2,，")E€B(X—>Y) 
若 lim iT,-Tll=0 则 


lim WT:x- Tx| =0 
n> 


[证 明 ] 当 1| T, 一 下 -0 时 ，， 对 任意 xE 兴 ， 有 
| Tx—- Tx| = (CT,—- Tx < T.- TI Ixll=0 
故 得 lim | T.x—- Tx|| =0 

nn—>w 


反之 未 必 成 立 ， 这 可 以 下 面 反例 看 出 。 
例如 设 = 也 =f， 了 :为 B(X 一 了 ) 中 如 下 定义 的 算 
子 : 
工 ,(E 5 )=(0)0) ,Ear Eap) 
X= (E12 EL ,n=1,2, 


显然 ， 每 个 工 , 是 线性 算 子 ， 并 且 上 ,| 志 1!， 这 时 


1Tx-0l = 之 15 一 0 

即 {T,} 强 收 伍 于 0， 但 { 了 工 ,} 不 一 至 收 全 于 9。 事 实 上 ， 
对 任意 的 自然 数 %?， 令 

entri= (0,0,°,0,1,0,°) n=1, 2,°" 

.. i 

则 esriH=1， 但 Tserti=esri， 故 |T,| 大 1， 因 此 
下 ,上 =1， 不 收敛 于 0， 即 { 工 。} 不 一 致 收敛 于 0。 

一 般 说 ， BCLX 一 了 了) 作为 线性 赋 范 空间 ， 不 一 定 是 完备 
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的 ， 但 若 了 完备 ， 则 有 下 面 的 

定理 5 当 了 是 巴 拿 灰 空间 时 ，BCX-> 了 ) 也 是 巴 拿 赫 空 
间 。 

5 评 明 ] 设 {1T。 为 BCX-~>Y) 中 的 哥 西 点 列 ， 即 对 任 
意 正 数 。 >0， 存 在 着 自然 数 信 ， 当 pz，m> 六 时 

1 T,-T 工 .| <e 

于 是 对 每 个 XE.XY， 当 n，m 之 入 时 ， 成 立 

| Tx Tnx) = CT,— Tn)x| 

Tr-Tolj xl <ellxl (4.17) 
所 以 当 x 固 定时 ， 点 烈 1 荆 ,x} 是 了 中 的 哥 西 点 列 ， 由 了 的 
完备 性 ， 存 在 y EY 了 ， 使 ,x 一 y(n 一 oo)， 作 义 到 了 中 算 子 
T 如 下 ， 对 每 个 xE€ 久 ， 令 


Tx= Y= lim Tx 
人 一 > 加 


容易 知道 工 是 XX 到 Y 了 中 的 线性 算 子 。 在 (4.17) 中 令 mm 一 co， 
由 范 数 连续 性 ， 得 到 ， 当 n>> 入 时 ， 对 义 中 所 有 x 成 立 

| Tx- Tx| <el x 
由 于 不 依赖 于 x， 所 以 


|T:~TI= ,8.0QP， TH- T)xl <e 


(4.18) 


即 工 , -了 TEP(X- 了 了)， 又 因 呈 (一 了 ) 是 线性 空间 。 所 以 
T=T+(T-T)EB(X-> 了 ) 


并 由 (4.18) 知 lim | 工 。 一 了 工 1 =0， 这 就 证 明了 BCX 一 : 


Y) 是 巴 拿 赫 空 间 。 [证 毕 7 


一 工 2 一 


$4.6 有 界线 性 泛 函 与 共 萍 宅 间 


我 们 知道 ， 所 谓 线性 赋 范 空间 工 到 线性 赋 范 空间 了 中 的 
线性 算 子 荆 ， 即 六 到 了 中 的 映射 。 如 果 了 是 数 域 ( 实 或 复 ) 
则 这 种 映射 称 为 线性 泛 函 ， 故 线性 泛 函 不 过 是 线性 算 子 的 特 
例 。 因而 有 界线 性 泛 函 是 有 界线 性 算 子 的 特例 。 而 线性 算 子 
空间 2(X 一 了 ) 是 指 革 到 六 中 线性 有 和 界 算 子 全 体 所 组 成 的 线 
性 赋 范 空间 ， 如 了 是 数 域 ， 我 们 有 下 面 的 

定义 1 设 久 是 线性 赋 范 空间 ， 半 上 全 体 有 界线 性 泛 函 
组 成 的 线性 赋 范 空间 B(X- 一 KK) 称 为 卫 的 共 罗 空 间 ， 记 为 
X# 〈 这 里 的 到 是 尺 或 C 与 了 是 实 ( 或 复 ) 是 一 致 的 )。 

定义 2 ” 设 /是 线性 赋 范 空间 刀 ( 到 数 域 开 中 的 线 性 泛 . 
函 。 如 果 存 在 实数 C， 使 得 对 所 有 的 xE D(f)， 成 立 

[f(x)l<Ci x (4».19) 
称 f 是 D(f) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 

定义 5 设 f 是 线性 赋 范 空间 DD(f) 到 数 域 K 中 的 线性 泛 . 

函 ， 称 


ll= sup eol = sup IFool 
x EDCf) | x x é DCF) 
i 1 由 x1 到 1 
= sup, [fCx)| (4 .20) 


为 泛 函 于 的 范 数 ， 注 意 到 844:4(4.10) 式 ， 故 有 
72 (4.21) 
对 于 线性 泛 函 f ,同样 有 连续 性 与 有 界 性 等 价 的 定理 ， 即 ` 
定理 1 设 /是 线性 赋 范 空间 X 到 数 域 K 中 的 线性 泛 . 
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函 ， 则 /为 有 界 泛 函 的 充 要 条 件 为 了 是 和 上 的 连续 泛 函 。 
例 1 空间 Cr0c,b]， 如 果 选 取 固 定 的 如 Erayp]， 
令 
9(Cx)=x(to) xXEGCra，D] 
则 得 到 一 个 定义 在 CCa,p] 上 的 泛 函 ,E 则 g 是 线性 有 界 的 ， 
且 中 gj =1, 
事实 上 ， 有 1g(x)|1= |x(t0)| 志 上 xl 
由 f= s ,0p 1f《(x)1， 导致 g1 <<16 
另 一 方面 ， 对 于 xu= 1， 有 | xo =1, 而 由 (4*21) 可 得 
gll 守 lg(xo)|=1 
所 以 有 gll=1 
例 2 设 f/，g 是 CLa,5b] 到 R 上 的 泛 函 ， 定 义 为 


i 


fo= | x(t)dt 


g(x) = x(t,) to ELa,bl 
则 ff，g 是 CLa,5J] 上 有 界线 性 泛 函 ， 生 
f=6-a, lgi=1 
事实 上 ，f，g 显 然 都 是 线性 泛 函 ， 又 


而 5 
If(x)'= | #11< | xdt 
<(b-a) max [xtt) | 
= (6—a)ll x 


因此 fi 入 8- ao。 
另 一 方 面 ， 为 了 得 到 | 三 | 之 b 一 a, 选 取 x= Xo 二 1， 
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| xj = 1， 故 省 
5-o= | CDdi= fxd<HFN ro = 


从 而 得 
fl =6-a 

至 于 上 Hg 上 = 1， 例 i 已 证 。 

对 于 线性 泛 函 的 连续 性 ， 我 们 还 有 下 而 的 定理 。 

定理 2 ” 设 半 是 线性 赋 范 空间 ，7 是 4 上 线性 泛 函 ， 那 未 
f 是 X 上 连续 泛 函 的 充 要 条 件 为 了 的 零 空 间 N( 廊 是 环 中 的 闭 
子 空 间 。 

[证明 ] 必要 性 ， 设 /是 X 上 连续 线性 泛 函 ， 当 > EN 
(fn=1.2………, 并 上 且 x 一 x 时 ,由 ff 的 连续 性 ， 有 f(x) 
= Iimf(x.)=0， 因 此 xEN(f)， 所 以 N( 有 有 ) 是 闭 的 。 


充分 性 : 设 和 (有 ) 是 闲 子 空间 ， 如 果 f 不 是 有 界 的 ， 那 
末 sup|f(%)| = + ceo， 因此， 必 有 一 点 列 {x,，}， 适 合 
x, | = 1， f(x.)|=n, 


Xl 


- = Xr 
作 六 ”了 xD Fm) 
那 未 (ys)=0， 因此 ， ys EN(G), 然而 由 于 


Xe 1 ,0 
flxa)l fxs) 


这 衬 诚 有 一 2 


/二 全 EN(A)， 这 与 N( 廊 为 团子 空间 的 性 质 矛 质 ， 因 此 f 
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是 有 界 的 。 [证 毕 ] 
因为 R( 或 C) 是 以 绝对 值 (或 复数 的 模 ) 
| yl = 1y| 
为 范 数 的 巴 拿 赫 空间 ， 设 f EX*， 故 以 泛 函 f 的 范 数 | fj 
构成 一 个 线性 赋 范 空间 X*= B(XX 一 天) 由 定理 3( 34.5) 知 
X* 也 是 巴 拿 赫 空 间 。 即 得 
定理 3 ”任何 线性 赋 范 空间 的 共 轿 空间 是 巴 拿 严 空间。 
为 了 应 用 泛 函 分 析 的 一 般 理论 于 具体 场合 ， 如 果 能 知道 
具体 空间 上 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 ， 即 具体 了 解 一 个 线性 
峰 范 空间 半 的 共 猎 空间 XX* 中 每 个 元 素 的 形式 将 是 重要 的 。 
下 面 我 们 将 把 一 些 常用 的 空间 如 "J.L*Ca、b) 等 等 的 共 辊 ， 
空间 表示 出 来 。 为 此 ， 首 先 引 入 两 个 线性 赋 范 空间 同 构 的 概 
定义 4 设 X 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ， 了 是 六 到 了 中 
匠 线 作 算 了 于， 并 且 对 所 有 x EX， 有 
| Txl= x| 
乔 称 工 是 六 到 了 中 的 保 距 算 子 ， 如 果 荆 又 是 映射 到 了 上 的 ， 
则 称 工 是 同 构 映射 ， 此 时 ， 称 XX 了 为 同 构 。 
显然 保 距 算 子 是 一 对 一 的 ， 而 同 构 映射 是 等 距 映 射 。 由 
于 同 构 映射 保持 线性 运算 及 范 数 不 变 ， 所 以 撒 开 访 和 了 中 点 
葛 具 体 大 . 容 ， 可 以 将 元 及 了 看 成 同一 抽象 空 间 而 不 加 以 区 
别 ， 在 这 个 意义 下 ， 可 以 认为 二 = 了。 
例 3 "的 共 轿 空间 (R")* 等 距 同 构 于 R" 即 
(R"*)*= R" 
[证明 ] 设 f1 E(R" 六 ,在 R" 中 取 一 组 基 (eyes，…，ev) 
其 中 e; = (0、0、…,0,1、0、…0) 


1 位 
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令 f(e;)=Q;, 则 f 在 R' 中 有 唯一 的 向 量 a= (QivQ29 mw 
01) 与 之 对 应 。 
令 工 是 (及 ")* 到 及 上线 性 算 子 ，Tf=a， 对 任意 x = 


> Eie; ER' 有 
3=1 


f(x)=f( 之 E iei ) = 之 E;f (ei)= iia, 


(4.22) 
由 P= 2 时 的 荷 水 德 不 等 式 


If (x) <(Els I 六 la) 
i=1 


= 站 xx 
因此 ， 业 色目 又 由 


fc) = 5 10;)= > «i*= Hall? 


el ?elel 
得 ala fA 
从 而 有 f= 上 a = 站 开放 
因 工 冲 CR')* 到 R" 上 的 线性 算 子 ,对 任意 & = (ciycs， sc) 


ER", 由 f(x)= 之 55ci 定 义 了 线 粕 泛 函 FE (R")*， 


因此 ，T 工 是 (R")* 到 R" 上 的 等 距 同 构 映 射 ,也 即 (R")* 与 
-R'" 是 等 距 同 构 的 。 即 
CR")*=R 
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且 (4.22) 称 为 尺 "上 有 界线 性 泛 函 的 表示 。 
例 4 【1! 的 共 轿 空间 等 距 同 构 于 1“， 即 
(C11)*= 1° 
C 证 蚂 ] 设 f EOD*,ei = (0,0%,0,1,0.…)E (i=1,2 
.) . 
仿 


DY 


f(e;)=7;(i=1,2,."), 对 于 所 有 的 多 有 
lnl= fle) la el = 


因此 supl”i| 志 fi 


也 即 y = (ns ap) 和 
令 工 为 Q01)* 到 !" 上 的 线性 算 子 ， 工 = >， 则 
| 


另 一 方面 由 于 f 的 连 续 线 与 线性 ， 对 任意 的 
x= 之 Ees ET 有 
f(x)=f( BD Ee;)= > Efle,) 


(4.23) 


= 5 Ejn; 
fl< 5 lm <sopln| S 1s 
=suplni) x ; 
= yl lxl 了 


因此 Fa yl ,a LTA . 
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从 而 fi =1y = Tl jo 


又 显然 T 是 ( 1 1)* 到 1“ 上 线性 算 子 ， 因 对 任意 的 y= ("1， 
m4，… D4，…) 1 “上 等 距 同 构 映射 ,也 即 (11)* 与 1" 是 等 距 


同 构 的 ， 故 
(C11)*=1° 
并 且 称 (4.23) 是 1 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 。 
例 5 1?(1 过 p< 之 +o0) 的 共 罗 空间 为 11， 其 中 
-=1 


5 证明 ] 仍 令 e; = (0,0,…,0,1,0,…)i= 1,2.… 


ei 和 I ?, 且 | ee; | = 1， 对 每 个 x= (&， ,Es 9""" » En 


Ce 


办 
lim 
X= nn yw 之 5e， 


设 f E07)*, 令 J (e;)="m;(i=1， 2，)，y= (NW1 Ta 


们 先 证 >yE1， 由 于 /是 线性 连续 泛 函 ， 所 以 
f(x)= Sem, 
若 f = 0, 则 7;= 0,i=1,2,… 所 以 不 等 式 
(S19 ) 和 1 7 
自然 成 立 ， 若 j 拓 0， 则 7 不 全 为 0， 对 任何 自然 数 ?， 令 


Xn 一 之 (jn |c1lsgnoy)e， 
i=1 
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显然 x。 €E1t， 有 


flxn)= D1nil’ sgnn fe, 
i=1 


-5 lef 


1 


注意 到 x ,= 1 


四 1_ 
= 411) 
i=1 


1 


于 是 (19) <li 
令 n->oo 得 


1 


(5 7 ) < 


令 T 是 (17+)* 到 1 ! 的 线性 算 子 ，Tf=y， 则 
Myles = Ty gs < 


另 一 方面 ， 对 任意 x = D> Ee EL’, 有 


f(x)= Efle) = 之 8 (4。24》 


1 加 1 
If CB (BID 
i=1 i=1 


一 130 一 


= yl fxll,* 

机 此， 让 庆生 站 > 下， 从 而 有 

上 TEL 

显然 T 是 (7)* 到 1s 上 的 线性 算 子 ， 因 为 对 任意 y 1 
出 (4.24 ) 唯 一 确定 了 1 上 的 有 界线 性 泛 函 /， 因 而 T 是 (1 人 )* 
到 1 "上 的 等 距 同 构 映 射 ， 也 即 〈( 1 *)* 与 1s 是 等 距 同 构 的 
散 
CT?)*= (1<b<+co) 上 上 十 二 = 


并 称 (4.24 ) 为 上 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 。 

以 下 两 例 因 为 证 明 比 较 复杂 ， 我 们 只 是 列举 如 下 。 

例 6 《Lrca,57)*=L*ta,b)， 也 就 是 说 LLa,5b) 的 共 
儿 空 间 与 "La,5J 是 等 距 同 构 的 ， 任 一 ELLLta,bIJ2X*， 存 
在 唯一 的 本 性 有 和 界 可 测 函 数 y(t)EL*ca,b53, 使 得 任意 的 
X(t1) ELca,bJ 有 


[9 
foO= 1 x yt)dt (4 .25) 


且 上 ze Hy 
其 中 (4.25) 称 为 LCa,6J 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 


例 7 (LCa,6)) *= LiCa,b) (1<p<+o, 
1 1 


也 即 L*Ca,5b2 的 共 罗 空 闻 与 忆 5Cao,b 是 等 距 同 构 的 。 对 任 
意 fEL’， 存 在 唯一 的 y(t) EL'[a,6bJ, 使 得 对 任意 x (1) 
七 L*[Ca,bJ]， 有 
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8 


f= XxX(1 y(t)dt (4.26) 


且 fl cir)# = 上 > 17 
其 中 (4.26 ) 称 为 L*Ca,5J 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 。 

共 轿 空间 的 理论 ， 尤 其 是 一 些 常 见 的 空间 上 有 界线 性 泛 
函 的 表示 在 泛 函 分 析 理 论 上 与 应 用 中 都 很 重要 。 因 为 许多 物 
理 系 统 的 状态 常 能 用 某 个 巴 拿 替 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 来 
描述 ， 也 即 状态 空间 常常 是 某 个 空间 的 共 轿 空间 ， 荔 外 在 线 
性 泛 函 理论 上 往往 可 以 通过 共 思 空 间 X* 的 性 质 来 推出 卫 的 
性 质 。 记 以 共 罗 空 间 的 理论 有 着 重要 意义 。 


$4-7 泛 函 延 括 定理 


$ 4.6 对 一 些 具体 的 空间 技 出 了 它们 的 共 斩 空 间 的 具 体 
形式 及 其 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表 示 。 现 在 的 问题 是 :任何 非 
零 线性 赋 范 空间 上 是 否 有 非 零 线性 连续 泛 函 ? 如 果 有 ， 是 咎 
有 足够 多 ? 即 在 一 个 子 空 间 ( 那 怕 是 有 限 维 子 空间 ) 上 线性 
连续 泛 函 是 否 可 以 延 拓 成 为 整个 空间 上 的 线性 连续 泛 函 而 保 
持 范 数 不 变 ? 这 些 都 是 泛 函 分 析 中 最 基本 问题 。 正 是 我 们 下 
面 将 要 介绍 的 著名 的 汉 因 一 巴 拿 赫 (Hahn -Banach) 有 各 
的 线性 泛 函 延 拓 定理 及 其 推论 要 回答 的 问题 。 

定理 ( 汉 恩 一 巴 拿 严 泛 务 延 拓 定 理 ) 设 X 是 线性 赋 范 空 
间 ，Z 是 的 子 空间 ，f 是 2 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 f 可 以 保 
范 地 延 拓 到 整个 上， 也 就 是 说 ， 在 基 上 存在 着 有 界线 性 江 
函 刺 ， 使 得 满足 

(1) 对 任意 xEZ，B(x)= f(x) 
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(2 F=f): 
这 里 fz 表示 作为 Z 上 有 界线 性 泛 函 的 范 数 。 
关于 定理 的 证 明 涉 及 到 许多 知识 ， 要 用 较 大 的 篇 辐 ， 这 
里 略 述 。 
下 面 介绍 汉 思 - 巴 拿 赫 定 理 的 几 个 推论 ， 它 们 与 定理 本 
身 一 样 ， 在 理论 上 和 应 用 中 常 被 引用 。 
推论 1 设 XX 是 线性 赋 范 空间 ，xo 站 ,xo 三 0。 则 必 存 
在 六 上 的 线性 有 界 泛 函 f(x). 使 得 1 fi =1, 并 上 且 f(xo) = 
xo ll 
[证 明 ] 我 们 考 处 关中 一 维 子 空间 X= {axola 为 复 
数 } 在 卸 : 上 定义 泛 函 
fi(x)= fi(axo)=al Xo | 
其 中 X=QaxoEXl 
显然 是 线性 泛 函 ， 又 因为 
fi1(x)| = Ta| 上 xo , 故 六 是 六 ,上 有 界线 性 泛 函 , 并 且 
fx;=1。 由 泛 淫 延 拓 定理 ， 存 在 整个 空间 上 有 界线 
性 泛 函 f/， 它 是 1 1 的 延 拓 ,并 旦 fx= fi x,=1. 特别 取 
X= XoEX, 所 以 有 J Cxo) = f(x0)= 1 xo | 。 
由 推论 1 可 以 看 出 ， 
1" 对 任何 线性 赋 范 空间 开关 {0 } , 必 存 在 “足够 多 ”的 
非 零 有 界线 性 泛 函 ， 
2° 如 果 对 于 XX 上 的 一 切 有 界线 性 泛 菌 f， 有 了 (xo)=0 则 
Yo = 06 
因此 ， 为 了 判断 关中 的 元 素 x。 是 否 零 元 ， 只 要 判断 关上 
的 一 切 有 界线 性 泛 函 /对 xo 作 用 得 到 的 值 f(x,) 是 否 都 等 于 
零 就 行 了 。 
推论 2 设 G 是 线性 赋 范 空间 的 子 空间 ，x。E 尺 ,车 
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d(xosG)= inflxo-xl =d>t 
eG 


则 必 存 在 X 上 的 有 答 线 性 泛 函 /， 使 
C1) 当 x € G 时 ， f(x)=0; 
C2) f(xo)=1 


C3) 171 =7 


{证明 ] 令 G = {axo +Xx|ocexrszec} 


则 G， 是 了 的 子 空间 ， 再 令 
flaxo+x) =a 
那么 f 是 1 上 唯一 的 有 界线 性 泛 函 ， 满 足 : 
f(xo)=1; 对 XE GG, f(x)=0 
(这 是 因为 f(ax。 +X) =Qf(x)+f(x)=0 的 缘故 》。 


注意 到 axo+xl =|alllxo+ >leld 
妈 flaxo ta)|= lal< oy loxotxl 
因此 1, < 也 (4.27 


1 
另 一 方面 ， 我 们 取 x. EG (n=1,2…)， 使 
| xo—-x.l 一 qd Cn 一 ce) 
于 是 fel xo-xsl>|f(xo-xa)|= |f(xo) l=1 

= 1 
故 MN o> 
1 . 
lf og ,>a (2°28) 
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由 (4.27)(4.28), 由 fl。 = 工 ， 青 由 泛 函 延 拓 定理 ， 了 可 
1 dd 


以 延 拓 到 整个 空间 上， 且 延 拓 后 的 泛 函 范 数 与 | je 相 
等 ， 为 简单 起 见 ， 将 延 拓 后 的 泛 函 仍 记 为 六 则 经 过 延 拓 后 
的 f 便 满足 推论 2 的 三 个 条 件 。 

在 推论 2 中 若 令 f=df， 则 上 =1，f1 (xo)= d 于 
是 入 

推论 2/ 是 线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 ，xo€X， 
车 


d(xo, (4)=inf x。—-x||=d 
xi EC 


则 存在 上 线性 有 界 泛 函 访 ， 使 
(1) xEGH, fi(x,=0; 
(2) fi(x0)=4d; 


C3> | fil =1 
推论 3 ” 设 必 是 线性 赋 范 空间 ， 对 于 任意 YE 和 和， 都 有 
= ]}fcx)] , 
[xl BuP Ti (4.29) 
frr 
[证 明 ] 对 任意 的 FE XX*， x€EX， 由 


FOO EF) zx 


可 得 > 


另 一 方面 ， 对 任 一 非 零 向 量 xEX，(x=0，(4.27) 显 然 
成 立 )， 由 推论 !:， 存 在 f，€ X*， 使 得 
fl x#¥ 三 1。 fi(x)= | x 
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IFGeol fC)) 
因此 sp 7 站 六 下 


| xix 


于 是 得 到 


f*0 


推论 3 告诉 我 们 ， 半 中 向 量 x 的 范 数 xl 也 可 用 共 斩 
空间 中 的 元 素 f 来 表示 ， 即 4.29 ) 式 。 这 反映 了 的 性 质 
研究 往往 可 以 转化 为 其 共 轿 空间 X* 的 研究 ， 这 就 是 所 谓 对 
偶 的 理论 与 方法 ， 这 种 方法 是 泛 函 分 析 中 经 常 使 用 的 。 


$4.8 共 殖 算 子 


有 了 共 辆 空间 概念 ， 便 可 以 引入 共 亏 算 子 的 概念 、 共 斩 
算 子 是 矩阵 转 胃 :概念 的 推广 。 

设 匀 、 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ,XX* 和 Y* 分 别 是 六 和 了 的 
共 罗 空 间 , T 是 六 和 了 中 的 线性 有 界 算 子 。 今 对 任何 g EY* 可 
以 如 下 定义 上 的 泛 函 了 : 

f(x)= g(Tx) (4.30) 

这 个 泛 函 显然 是 线性 的 ， 由 于 

|f(x)|= |g(Tx) ll gl 1 Txl 

<lgl TH lx| 

故 f 也 是 有 界线 性 泛 函 ， 即 FE X*， 于 是 我 们 建立 起 了 g 一 
f 的 对 应 ， 即 由 T 派 生出 一 个 从 Y* 到 X* 的 算 子 T*， 使 T*g 
= f， 称 T* 为 T 的 共 轿 算 子 

定理 1 线性 有 界 算 子 了 的 共 斩 算 子 T*# 也 是 线性 有 界 算 
子 ， 并 且 1T*# 人 = 工人。 
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[证明 ] 对 任何 gl、gz ET* 及 数 c、8 由 T* 的 定义 、 有 
T#¥*(agi+ 8B g(x)= (ag1+ bgs)(Tx) 
=Qgi(Tx)+ 6 g.(Tx) 
= QT*gi(x)+ 8 T*g,(x) 
= (aT*g, + 8 T*g,)(x) 
所 以 T*(agi1 + 892)=aT*g, + 8T*g,, 即 T* 是 线性 算 子 。 
又 由 前 述 ， 对 所 有 f EX* 及 xE€ 针 ， 有 
if Cx) lllol TH lxll 
即 Tx*gCx) Wallgl ll Txl 
所 以 | T*gll <llol fT 
故 T* 是 有 界 算 子 ， 量 上 T*| < 上 TI 。 
现在 用 泛 函 延 拓 定理 来 证 外 了 T 外 入 外 T*#|。 
事实 上 ， 对 任何 xEX， 若 Txs0， 则 必 有 xs 0， 由 
泛 函 延 拓 定理 的 推论 !， 对 这 个 T"， 必 有 g EY*, 满足 | 9| 
=1， 并 且 满 足 g (Tx ) = 上 Tx|| 。 于 是 
| Tx| = g(Tx)=(T*g)(x)< | T*gll | x 
< Togl xl= | Tx*] x 
而 当 Tx= 0 时 ， 上 面 不 等 式 自 然 成 立 ， 故 对 一 切 xEX 都 
有 
| Txl <lT*) xl 
这 就 证 明了 了 HH 志 上 T*| ， 从 而 人 | = HT* 中 ，[ 证 毕 ) 
例 ! 设 T 是 空间 KR" 到 R" 中 的 线性 算 子 ,T 可 以 表示 成 唯 
一 地 一 个 m x nn 阶 和 矩阵 (Qij)。xn 
设 X= 《5 9E2yy Er) ER" 
y= (nn29° Nn ) ER” 
则 y= Tx， 可 以 用 和 矩阵 表示 如 下 ; 
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wa Ql Ql2 
n> -| 9021 G22 CG2n Es 
Tn Qnm3 OQr2 机 信条 下 Es, 


设 T* 是 (R" )*= R" 到 (R" )*= 尺 "中 的 线性 算 子 。 
令 9g= (Di ,0n) E (RR”)* 
T*g= f= 《for ) EC(R')* 


那 末 应 有 
f(x)=T*g(x)=g9(Tx)=9(») 


由 R" 和 R”" 上 有 界线 性 泛 函 表示 可 知 


1(xX)= > Ejfiy 
i=1 


m 


9(y)= > 00 


即 
91 ′ 六 
i (Ek Ed) 
\y. Vf J 
/ 9i 
To) = (Ek, sn) | 
gn 
fi 
= (Eb)| 7 
1， 
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因此 有 


广 Qi 
1=| = Tor=(0) | 9 
f， gm 


这 表明 ，T “的 矩阵 为 于 的 答 阵 《ciy ) 的 转 置 矩 阵 ， 因此 ， 
可 见 共 罗 算 子 是 转 锤 矩阵 的 概念 的 推广 。 
例 2 ” 设 天 (2 ) 是 a 委 St 和 2 上 有 界 可 测 函 数 ， 令 


[3 
TxCs) -| KCsyf)x(f)df，x(f) ELrCa,61 易 知 工 


是 L’Co,bJ 一 L*Ca,b] 的 有 界线 性 算 子 ， 求 工 * 
[ 解 ] 因 对 任 取 的 9 EL?Ca,02*, 存 在 着 6 (s) EZ2Ca， 
4 ,使 


6 


[2 
or)=| socl Kl(s,t)x(t)dtjds 


本 5 
= c KCsst) B CdSIxC) dt 
= T*g(x) 


$5 
所 以 求 得 | RK(s,t) 8B (SY)dS 


最 后 我 们 介绍 一 下 二 次 共 轿 空 sz 间 的 自 反 性 。 
设 氏 是 线性 赋 范 空 pi. 玉 * 是 的 共 罗 空间 ， 由 于 站 * 也 
是 线性 赋 范 空间 ， J 太 间 (X 把 它 记 为 X**， 
称 X** 是 了 的 第 二 次 共 圈 空间 。 如 此 继续 下 去 就 有 必 的 三 次 
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共 罗 空 间 开 *w* =《 开 * 灶 ， 如 此 等 等 。 这 些 空间 之 间 自 然 是 
有 联系 的 。 我 们 只 考察 天 与 反衬 的 关系 。 
对 每 个 xE€ 头 ， 作 了 XX* 上 的 泛 函 x 如下， 对 f EA*， 令 
x**( f) = f(x) 
然 ， 这 样 作 的 x*# 是 * 上 的 线性 泛 函 ， 而 且 由 于 
Ix**(f)| 志 | fi 中 x 
所 以 x** 是 有 界 泛 函 ， 并 有 是 x 上 守 上 x 上 ， 称 泛 函 x** 为 
由 x 生成 的 。 又 称 关 一 X** 的 算 子 x 一 x** 为 娱 入 算 子 。 
定理 2 ” 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 风 入 算 子 x| 一 x** (x 
EX 是 XX 一 X** 的 保 范 的 线性 算 子 ， 妈 
(1) (axt+By)**= gx** | y*# 
C2) | xs 省 = xl 
[证明 】 《1) 是 有 明显 的 。 欲 证 (2 ) ， 只 要 证 | xx## | 六 
上 xi 就 可 以 了 。 对 任何 x 专 0， 由 泛 函 延 拓 定理 知道 必 有 f， 
EX*,，| f=1， 而 且 *(x)= jy 上。 因此 
| x** ly** Cf > |= 1f:(x)|= | xl。 【证 毕 ) 


记 久 表示 经 过 映射 x| ->x** 后 的 象 ， 人 
定理 2 说 明 耻 与 了 是 线性 等 距 同 构 。 今 后 为 简单 起见， 往往 


是 不 去 区 别 x*# 与 x， 即 把 人 和 一致 起 来 。 从 而 XX** 
定义 设 X 是 线性 赋 范 空间 。 如 果 久 = X**， 就 称 X 是 
自 反 的 。 
当 XX 是 自 反 空间 时 ，X* 也 是 自 反 的。 事实 上 ， 这 时 
《 太 ¥ )》 # 玉 二 ( XY#*# ) 米 二 类， 


例如 当 1<p<<+。 而 且 q 是 p 的 对 个 数 即 + 王 =1 
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时 ， 那 末 (ZeCa;b9) 业 = LiCca,by, (Lica,bl/*=L?ta,b) 
就 是 说 L*Ca,6) 是 自 反 的 。 对 1(1<b< +co) 来 论 也 有 
《1 )#= 12 (49) 六 =2?， 故 1? 是 自 反 的 。 

对 LCa,6]，Z?、R' 来 说 ， 它 们 的 共 示 空间 就 是 它们 自 
己 ， 即 满 关系 (L?Ca,b])*= 上 ?Ca,b],(12)*=1?(R")*= 
也 "， 我 们 称 它们 是 自 共 轿 空间 。 

但 一 般 说 来 ， 一 个 线性 赋 范 空间 也 ， 即 便 是 完备 的 ， 不 
一 定 是 自 反 的 。 例 如 避 就 是 一 例 。 为 了 说 明 这 个 事实 ， 我 们 
先 证 明 

定理 3 设 半 是 巴 拿 赫 空 间 ， 如 果 头 * 是 可 分 的 ， 那 末 X 
也 必 可 分 。 | 

5 证 明 ] 由 于 假设 X* 是 可 分 的 ， 所 以 在 XX* 中 有 一 列 
{ /，} ， 它 在 X* 的 单位 球面 上 稠密 。 对 每 个 f,， 由 于 


suplfe (l= fl>5. 


令 久 ,= span { x，}， 则 子 。 是 可 分 的 ， 因 为 它 有 一 个 
可 列 黎 密 集 ， 也 就 是 x, 的 所 有 线性 组 合 的 全 体 ， 其 系数 的 
实 部 和 虚 部 均 为 有 理 数 。 

我 们 来 证 半 = 有 和。， 如 果 志 不 可 分 ， 那 末 必 然 二 ,六 写 ， 
由 $4.7 泛 函 延 拓 定 理 推 论 2 从 而 在 X* 中 存在 fo, fo =: 
而 县 当 x€ Xo 时 ,fo(x)=0， 然 而 


fo fo lf lx) -foxn)|= {f(x ) |> 
这 与 { f,) 在 XX* 的 单位 球面 上 稠密 的 假设 子 唐 。 所 以 匀 是 
可 分 的 。 [证 毕 2 
利用 这 个 定理 立即 可 知 ， 六 不 是 自 反 的 。 事 实 上 ， 如 果 
沾 是 自 反 的 ， 即 () 半 =， 由 于 2 可 分 ， 所 以 (11)* 也 应 该 
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是 可 分 的 。 根 据 83.4 例 41” 是 不 可 分 的 。 本 章 84.6 例 4( 广 ) 
= 天。 这 与 假设 六 是 白 反 的 冲 突 , 故 1! 不 是 自 反 的 。 


§4.9 逆 算 子 . 逆 算 子 定理 


在 微分 方程 和 积分 方程 以 及 代数 方程 的 理论 中 ， 研 究 解 
的 存在 唯一 性 是 一 个 重要 课题 。 现 在 我 们 从 算 子 的 角度 来 考 
庶 方 程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 问题 。 
定义 ” 设 皂 了 都 是 巴 拿 替 空间 ， 算 子 工 是 X 到 了 寺 的 算 
子 ， 如 果 对 每 个 yE€ 了， 方程 
Tx=y (4.31) 
有 唯一 的 解 ， 则 称 算 子 了 是 可 逆 的 。 
这 时 ， 对 每 一 个 yE 了 ， 有 方程 的 唯一 解 与 它 对 应 ， 实 
现 这 个 对 应 的 算 子 称 为 工 的 逆 算 子 ， 用 工 -:! 表 示 。 
定理 1 线性 算 子 工 的 送 算 子 工 -! 仍 是 线性 的 。 
[证 明 ] 为 了 证 明 工 -的 线性 ， 只 要 证 明 等 式 
T” (ayr+p8ya)=caT-y+p8T>1ys 
成 立即 可 ， 令 y1= Tx1， 22= 工 xz 由 工 的 线性 
Tcxi+Bxz)=ayli+Bya (4.32) 
由 道 算 子 定义 ， 可 知 
T yi1=X1, T y= X, 
分 别 以 a、8 乘 这 两 个 等 式 ， 并 把 它们 加 起 来 即 得 ; 
caT :yd+8T 1yaz = Ox) 十 有 xa 
另 一 方面 ， 由 (2) 及 逆 算 子 定 义 ， 可 以 推出 
Qaxi+ Pxs= TI!(ay +Bya) 
把 这 等 式 同 前 一 等 式 比较 可 知 
Tay+TpBy)=cT-y+BT-iy， 
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下 面 我 们 给 出 逆 算 子 定理 ， 它 是 泛 函 分 析 最 基本 的 定理 
之 一 ， 它 反映 了 线性 有 界 算 子 极为 深刻 的 特征 。 

定理 2 ” 设 XX 和 了 都 是 巴 拿 赫 空 间 , 如 果 T 是 匀 到 了 上 的 
一 对 一 线性 有 界 算 子 , 则 TT 的 逆 算 子 T™! 也 是 线性 有 界 算 子 。 

显然 T 存在， 并且 是 线性 的 ， 证 明 该 定理 主要 是 要 证 
明 T :有 界 ， 证 明 这 一 点 的 关键 在 于 《其 实 是 等 价 于 ) 证 明 


”文中 的 闭 单位 球 S:(0,1) 的 象 TSz(0,1) 能 包含 着 了 中 菜 个 闭 
球 ( 当然 开 球 也 可 以 ) g,(0,s)。 如 能 做 到 


TS,(0,1)> 0 (0,e) 


取 s = 9 ， 便 有 T-19;(0， 了 ) CSx(0，) 
8 _， 
即 yEGy(00， BEA | y| 1 


从 而 IT- < 


为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 由 下 面 两 个 引 理 给 出 。 
引 理 1 设 义 、 了 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 ，T 是 了 到 了 Y 了 上 一 
一 对 应 的 有 界线 性 算 子 ， 那 么 对 于 任何 c>0， 必 有 3>0 使 得 


TS: (0,a) 在 9; (0,as ) 中 稠密 。 
5 证明] 分 两 步 完 成 ， 第 一 步 ， 必 有 正 整数 4?， 使 得 


TS (0,n) 在 Oy ( vo,ro ) 中 稠密 ， 


令 Sz (0,n) = {x|lx)| <n,xEX, 


n=1,2, 
戏 ,为 Sa(0,#) 在 T 作 用 下 的 象 ， 即 MM,= TS,(0,n) 
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现在 要 证 明 { 呆 ,} 至 少 有 一 个 集合 在 了 中 荣 个 闭 球 人 7 
yo70 ) 中 稠密 。 用 反 证 法 ， 假 如 结论 不 成 立 ， 则 在 任何 闭 
球 Q, 的 内 部 ， 对 每 个 M ,总 存在 某 个 闭 球 ， 它 不 含 谣 , 中 的 
元 素 ， 任 取 闭 球 Qu， 在 Qo 中 存在 一 个 Qi， 它 不 含 凡 1 的 元 
素 ， 在 Q ,中 又 存在 一 个 闭 球 Q，,， 它 又 不 含 及 ,的 元 素 ， 将 
这 一 步骤 继续 下 去 ， 可 以 得 到 一 个 渐 缩 的 闲 球 套 Q, 乙 
Qari (Cnz=l，2，…)，2>co 时 ，Q, 的 半径 超 于 0， 

由 了 的 完备 性 ,存在 了 中 的 一 个 元 素 ?o 属 于 所 有 的 财 
球 Q,， 再 由 Q ,的 取 法 知 yo 不 属于 任何 M,， 这 与 了 = 


0 MM, 矛盾， 因此 必 有 某 个 M,= TS (On ) 在 了 中 的 
某 个 闭 球 Q， (yo 70) = {yly-yo| 志 ro，yET 了 } 中 
稠密 。 


第 二 步 ， 取 3,= -二 -， 今 证 TS。 (0,a) 在 Q， (0,a6) 中 


0 


稠密 。 不 妨 设 a= 1， 这 只 要 经 过 平移 就 行 了 。 事实 上 ， 任 取 
y》EQ, 《0,6。,) 那么 向 量 
Vo— noy, Yotnoy 


属于 闭 球 Qjy(y6,ro。) ， 因 此 必 有 Sx 《0,76) 中 的 点 列 


{x:}， { x”, } 使 得 
TXi>Yo— noy 
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Tx’ > yo+noy 
T(x i— Xt)—>2n0y 


XX 


起) 


rr 一 一 一 一 一 
显然 <2 ES 《0,1), 所 以 TS.(0.1) 在 Qi 
"0 


0, 6 ,) 中 稠密 。 
引 理 2 ” 设 了 、Y 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ，T 是 XX 到 Y 上 的 
一 -一 对 应 的 线性 有 界 算 子 ， 那 么 ， 必 存在 es 之 0， 使 得 


TS, (0,1) PQ, (0,s) 


证 明 到 。 = 党 ， 这 个 3, 就 是 引 理 1 中 所 说 的 3。 
任 取 y。EQ: (0， 2 ) ， 因 为 TSx(0, 沁 ) 在 9，(0 


汉 ) 中 笛 密 ， 必 有 xi: ES。(0 ， 当 )， 使 得 


yo— Txi ll < 
因此 yi= yo- Tx! EQ, ( 0, Dor 


由 于 TS.(0，- 吉 ) 在 Q; (0 ，-28-) 中 稠密 ， 必 有 


x ES. (C0, 1) 使 得 
yi1— Tx < 


一 145 一 


即 yy:=yi-Txs=yo-TIxi+x)cQy(0， 3,), 


23 
继续 下 去 ， 得 到 一 列 {x，})， x €S.(0, 到) 
使 得 
8， 
2"+1 


1 yom TCOX1+Xs+ r+) 


因此 xs= 区 x，EX, 而 且 


- 


lxol <D lx < =1 


9=1 


因此 由 工 的 连续 性 得 


Yo= lim T(xX1+Xs+*+X,)= TXo 
中 一》 oo 


即 TS(0,1) 太 Q,(0 ,2 ) 


现在 我 们 回 到 定理 的 证 明 。 任 取 y€Y 了 ，y 志 0， 


2 0 
故 Ti(- a $1 € S.(0,D) 
-1 6y 
即 1T- yl < 
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这 样 


5 证 毕 ] 


于 是 TT 是 有 界 的 。 [证 毕 ] 
作为 洲 算 子 定理 的 一 个 运用 ， 我 们 将 范 数 等 价 的 命题 写 
成 定理 的 推论 。 
推论 设 线 性 空间 关上 的 两 个 范 数 上 ，|j,、， 上 上 ， 
均 使 了 成 为 拿 巴 赫 空 间 且 不 等 式 
1 xl :<KIx)|: (4,.33) 
对 一 切 xE 扼 成 立 ， 其 中 天 为 一 固定 的 正 数 ， 则 上 。， 人 
上 。 外 :等 价 。 
[证 明 ] 将 部 按 范 数目、 外 。 ;所 成 的 巴 拿 赫 空 
间 记 为 苹 !、 文 ;, 令 I 是 将 苇 ; 中 的 元 迷 x 映 成 关中 间 ”元素 的 
《4,33),I 有 界 , 根 据 定理 ,1"! 是 有 界 的 ， 即 存在 KK > 0， 使 
Ix| <K’ x, 


地 xsK xl ， 故 1， 。| :等 价 。 
$ 4.10 闭 图 象 定理 


通常 的 一 元 函数 y= f(x) 的 图 象 是 平面 上 的 一 条 曲线 ， 
过 这 条 曲线 由 平面 上 的 点 (x ,f(x)) 组 成 。 对 一 般 的 线性 算 
子 也 可 以 引入 图 象 的 概念 。 

定义 1 说 和 和 了 是 两 个 线性 冉 范 空间 ， 工 是 蕊 的 子 空 
间 D(T ) 到 了 中 的 线性 算 子 ， 称 节 x 了 中 的 集合 

G(T)= { (x,y)|IXED(T), y= Txy 

为 算 子 工 的 图 象 。 在 铸 xX 了 中 定义 范 数 上 (x,y) 和 = 上 x 
+ 用 y 上 用 ， 易 知 立 x 了 按 上 (x，y) 1 成 为 线性 赋 范 空间 ， 如 
果 G(T) 是 Xx 了 中 的 闭 集 ， 则 称 工 是 闭 算 子 。 

下 面 的 定理 给 出 闭 算 子 的 一 个 等 价 条 件 ， 利 用 这 个 等 价 
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条 件 检验 线性 算 子 是 否 为 闭 算 子 往往 比较 简便 。 

定理 1 设 X, 了 都 是 线性 赋 范 空间 ， 工 是 DP(T ) 忆 XX 到 
了 中 的 线性 算 子 ， 则 工 为 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 { x， 
} CD(T) (n=1,2,… )， 若 xX, 一 X; Tx, 一 y， 这 里 xE 
广 ，y EY,， 则 xED(T) 且 Tx=y 。 

[5 证明 ] 充分 性 : 任 取 《x,y) EG(T), 则 存在 {x，} 
CP(T)(n=1,2,3，…) 使 

(xy TXn)—> (X,Yy) 

于 是 XxX， 一 XxX; TX。 一 y《n 一 co )。 由 假设 ,x ED(T) 且 TT 
xX=3 故 (xy)= (x,Tx) EG(T),， 即 G(T) 是 XX 
了 中 的 闭 集 ， 就 是 说 芽 为 闭 算 子 。 

必要 性 : 设 {xs}CDPCT)(n=1,2,.…) 目 Xn.>X ,TX 
一 y(n 一 co )， 这 里 xEX,yEY， 容易 看 出 

(x,, TX»)—> (Xx,y) 

因 工 为 闭 算 子 ， 即 G(T ) 为 闭 集 ， 故 (x，y) EG(T),， 这 
表明 xED(T)， 且 Tx= yo [证 毕 : 

对 于 一 个 给 定 的 线性 算 子 ， 现 在 已 经 有 三 个 比较 重要 的 
概念 ， 即 连续 性 、 有 界 性 及 闭 性 。 因 连续 性 与 有 界 性 等 价 ， 
故 本 质 上 只 有 两 个 不 同 的 概念 ， 即 有 界 性 与 闭 性 。 现在 要 
问 ， 有 界 性 与 闭 性 的 关系 如 何 ? 具体 说 ， 我 们 要 问 ， 有 界线 
性 算 子 何 时 是 闭 算 子 ?” 闭 算 子 何 时 是 有 界 的 ? 下 面 的 定理 2 
与 定理 3 分 别 回答 了 这 个 问题 。 

定理 2 设 X、Y 都 是 线性 赋 范 空间 , 工 是 DCT)C 失 到 
Y 中 的 线性 有 界 算 子 ， 如 果 D(T ) 在 二 中 是 闭 的 ， 则 工 是 闭 
算 了 于 ， 特 别 当 工 的 定义 域 D( 工 )= 时 ， 工 是 闭 算 子 。 

5 证明 ] ” 当 DC(T ) 在 工 中 是 闲 的 ， 注 意 到 了 有 界 ， 故 注 
足 定理 1 中 的 条 件 ， 由 定理 1 的 充分 性 可 知 卫 是 闭 算 子 。 
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定理 3 ( 闭 图 象 定理 ) 设 站 和 Y 是 巴 拿 赫 空 间 , 工 是 DCT) 
己 于 到 YY 上 闭 算 子 ， 加 果 D(T ) 是 闭 的 ， 则 工 是 有 界 算 子 。 

5 证 明 ] 容易 证 明 两 个 巴 拿 赫 空间 六 与 了 的 乘积 空间 六 
x 了 按 范 数 

| Cx,y) = lx +lyl 

仍 是 巴 拿 赫 空间 。 由 假设 D(C 下 ) 是 和 中 闵 集 ，G(T ) 是 已 
x 了 中 闭 集 ， 故 G(T ) 也 是 完备 的 度量 空间 ， 并 且 由 于 
《 工 ) 是 线性 子 空 间 ， 工 是 线性 算 子 ， 易 知 G《〈《T ) 是 Xx 
上 中 的 线性 子 空间 ， 即 CT ) 也 是 巴 拿 赫 空间 。 我 们 作 
算 子 P; G(T) 一 D(C(T) 


P(X,y)=% (xX,v)EA(T) 
显然 了 是 线性 算 子 ， 且 因 
i Pox, = xlalxl + lyl = 1x, 1 


即 了 是 有 有 界 算 子 ， 又 若 (x ,Tx) 夺 (yy,Tvy)， 必 有 Xx 站 » 


故 
Plx,TxX)P(y,Ty) 


因而 了 是 一 对 一 的 ，P 显然 是 到 DP( 荆 ) 上 的 上 映 射 ,由 送 算 子 
定理 ，P 了 “存在 ， 即 


| Px PT x 
而 Tx) <lxl+ | Tx|= | (x, Tx)l = Pi!xl 
所 以 | Txl<l Pp xl 
这 说 明 工 是 有 界 算 子 。 C 证 毕 ; 


定理 3 比较 重要 ， 原 因 在 于 它 将 判别 算 子 是 否 有 界 转化 为 判 
别 算 子 是 否 为 闭 算 子 这 在 不 少 情况 下 是 比较 容易 的 。 
不 过 应 当 注 意 ， 如 果 闭 算 子 的 定义 域 仅 是 巴 拿 赫 空 间 的 
某 个 真子 空间 ， 则 它 不 一 定 是 有 界 的 。. 
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例 1 考察 微分 算 子 T= -5 它 是 定义 在 CC a,63 


内 具有 连续 导数 的 函数 类 C'Ca,62 上 而 值 域 包 含 在 Cta,6] 
内 的 线性 算 子 ， 前 面 已 经 指出 过 工 是 无 界 的 ， 现 在 利用 定理 
1 证 明 工 是 闭 算 子 。 

设 {X(t } CClita,bj (n=1,2,53, …)， 日 Xs(f)—>Xx 
(1); 工 X, 一 y(n 一 co)。 第 二 个 极限 实际 上 是 指 x ,12) 一 y 
(mn 一 co)， 由 数学 分 析 可 知 ，x(t) 具 有 连续 导 数 x (1) 且 x 
(1)= y(t)。 这 表明 x (1)EC'ca,6)， 有 是 Tx=y, 由 定理 1 
可 知 T 是 闭 算 子 。 


$ 4*11 一 致 有 界定 理 


这 一 节 将 给 出 巴 拿 赫 和 斯 坦 因 豪 斯 (9teinhaus)1927 年 
给 出 的 一 致 育 界 性 原理 一 一 也 称 共 鸣 定 理 。 它 是 巴 拿 赫 空间 
理论 的 基石 之 一 , 许 许多 多 古典 的 分 析 问题 ,经 过 抽象 以 后 都 
可 以 归结 为 这 一 原理 ,因而 充分 显示 了 泛 函 分 析 的 重要 作用 。 

在 介绍 本 冠 理 之 前 先 回顾 一 下 富里 时 级 数 中 的 一 个 问 
题 。 

设 f (4) 的 富里 叶 级 数 为 


f(t)~ 办 + 六 (cscosRt+ basinkt) 
下 = 工 


迪 里 (Dini) 定 理 指出 ， 当 (1) f(t) ECCc0，27)， (2 》 
f(t) 处 处 可 导 时 ， 有 


f (1)=- 2 + Sasoosktt+ basinkt) 
是 = 
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《一 co<t<+co) 
我 们 问 ， 只 有 条 件 〈1) 结论 是 否 成 立 ? 为 回答 这 个 问 题 ， 
前 人 们 兽 付 出 过 不 苗 的 劳动 ， 后 米 人 们 用 泛 函 的 方法 比较 容 
易 地 回答 这 个 问题 ， 这 是 产生 共鸣 定理 的 背景 之 一 。 
定理 1 (共鸣 定理 - 巴 拿 赤 -斯坦 因 豪 斯 定理 ) 设 义 是 巴 

拿 赫 空间 ， 了 是 线性 赋 范 空间 ，{ T+, tT € 4 } 是 XX 到 了 的 一 
族 线性 有 界 算 子 ， 如 果 对 每 个 x EX 

sup | Tixl <o0 (4.34 ) 

了 


那 末 数 集 { Tt ，T€4} 是 有 界 的 。 
【证明 ] 任 取 一 个 指标 集 4E€4A, 令 4,= 4U {a}, 规 
定 Ta= I。 在 巴 拿 畔 空间 人 上 再 规定 一 个 范 数 ， 


xs=sup | Trxl 
' TeA 


=max(| 上 x ,sup | Tx) ) xEX 
TeA 


由 于 上 Tax 是 = 1 xl， 所 以 jx > xl ， 又 由 人 4.34)， 

上 x <，i ， ， 显 然 满足 对 范 数 的 正 齐 性 以 及 | x | 

= 0 推出 x= 0 的 要 求 。 今 证 三 点 不 等 式 也 满足 ! 事实 上 ,由 于 
| TAx+I Nel Tr + Tyl 


<sup | Tx|+suplTryl 
eAl TeAl 


因此 


ix+yle supll Tix+ty)| lxli+l yl 
Tedl 


现在 证 明 X 按 上 。 上 | ,成 为 巴 拿 赫 空 间 , 事 实 上 ,如 果 { x,} 
按 || ， 上 ,为 基本 点 列 ， 由 于 过 上 ,所 以 {x,} 
按 || .| 也 是 基本 点 列 ， 因 此 有 x-xo 有 一 0(n 一 00)。 
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今 证 {x。} 按 | 。 站 :收敛 于 x。。 对 任何 se>0， 必 存在 N， 
当 n，m 宇 入 时 


[3 
jx 一 xu 人 la < 了 


即 当 TE4 时 ，1Trx-x。)| <3 。 令 moo 就 
得 

| Tr(x,—xo) | < 了 
所 以 当 n 宇 和 时 

lx.—xol ‘< 六 < 


即 {x,} 按 |， 收 仿 于 x。，。 

根据 $49 定 理 2 的 推论 ， 必 存在 C> 0， 使 得 1x 1 去 C 
| x 对 一 切 x€ 六 成 立 ， 也 就 是 说 { 1 Trirc4} 是 有 
界 数 集 ， 上 界 不 超过 C。 C5 证 毕 2 

作为 一 致 有 界 性 原理 的 特例 ， 有 下 述 的 定理 

定理 2 设 {f:} 是 巴 拿 赫 空间 上 的 一 列 泛 本 如 
果 {f,(x) } 在 X 上 的 每 一 点 x 处 有 界 ， 那 末 { 了,} 一致 
有 界 。 

推论 设 {T.} 是 巴 拿 来 空间 了 到 线性 赋 范 空间 了 的 
强 收 敛 有 界 算 子 列 ， 则 { 1 工 , 外 } 有 界 。 

[证 明 ] 因为 对 任 一 固定 的 x€ 关 ， 《{ 工 ,x } 收敛 ， 故 
{ 上 Toxl 有 界 。 由 共鸣 定理 知 { 有 工 ,| } 有 界 。 

现在 来 回答 我 们 开始 指出 的 问题 。 

例 设 CC0,2r] 为 定义 在 R 上 以 2r 为 周期 的 实 值 
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连续 函数 构成 巴 拿 赫 空间 ， 其 中 xl = maxx(DI， 叉 
对 x (fr)EC[0,2r]， 设 


区 
a, = | xCf)coshtdt Ch=0,1,2,.) 
TY 一 工 


1 T 
ot x(t)sinkt dt (R=1,2,.…) 
TT, 一 工 


即 xz (~! 十 > (arcosht+b ,sinkt) 


= 1 


求证 x (1) ECL0,2x J]， 使 当 t= 0 时 


x (OE + (acosht+b,sinkt) 
二 一 1 


即 x(0)s 52 之 al 


此 到 二 


< 证 明 ] 作 CC0，2x 3 上 的 连续 线性 泛 函 列 ， 


了 (X ) = oa+ 之 GL 
k=1 


1(7™ 1 
= 1 x(D) (2+ > coskt)dt 


T 一 k=1 


i 2sin #/2 


i 。 
:| wf) Sin Cnt1/2)t 
TY x 


(n= ,1,2, *…) 
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sin (n+1/2)+t qr 


sin f/2 : 
7 
2 | I 
-1 | | Sin (2n+1)5 | dS 
n | sinS | 
0 1 
区 
>! lsin(2n+DS| gg 
A S 
0 
C3 +1) 和 , 
= 1 | ! sing| gy 一 co 《1 一 co ) 
T 24 


若 对 于 任何 x(1) ECCL0,2x 2]， 有 XX(0)=ao/2 


+ > ay， 即 
&= 1 


了 (X) = 1 ao 十 > a:—>Xx(0) 
2 k=l1 


从 而 {1f:(x)| } 有 界 ， 根 据 共鸣 定理 { ef } 应 有 界 ， 
这 与 | fs | Yoo 子 盾 。 所 以 定 有 x(t)》 ECLC0， 2r] ,使 


X01lao+ > as 
2 k=1 


$4.12 线性 赋 范 空间 中 的 几 种 收敛 概念 
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到 有 目前 为 止 ， 我 们 已 经 定义 了 下 列 几 种 收敛 概念 ; 
对 于 线性 赋 范 空间 中 的 点 列 来 说 ， 有 强 收敛 《前面 我 们 
只 提 收 化 ) 概念 。 对 于 定义 在 线性 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 算 
子 序 列 来 说 ， 则 定义 了 依 范 数 收敛 一 一 邯 一 致 收 伍 与 强 收 
伍 , 我 们 已 经 指出 了 这 是 两 种 不 同 的 收敛 概念 。 杰 节 里 再 定义 
两 种 收敛 概念 ， 一 种 是 有 界线 性 泛 函 序 列 的 弱 * 收 敛 , 另 一 种 
是 点 列 的 弱 收 剑 。 为 了 使 几 种 收敛 概念 不 至 混淆 ， 我 们 对 前 
面 已 经 定义 过 的 概念 ， 也 在 这 次 归纳 一 起 同时 给 出 ， 这 样 对 
不 同 的 收敛 概念 也 有 个 比较 。 
定义 1 设 和 是 线性 赋 范 空间 ，x ,EX， n= 1,2，- 
(1 ) 如 果 存 在 xES， 使 得 | x。-x|| ->0， 则 称 点 列 
{x，} 强 收 和 伍 于 x。 
(2 ) 如 果 对 任意 的 1 EX*， 都 有 f(x,) 一 fx)， 则 称 
点 列 1x。} 弱 收 敛 于 Xx。 
显然 ， 强 收 伍 必 是 弱 收 伍 、， 但 弱 收 敛 不 一 定 强 收 钱 。 
例 1 设 X= 
= (0,…0;0,1，…)7=1;2… 则 ,el =1 故 
te } 不 强 收敛 于 0， 但 对 任何 
yE(LN= ,y= (nn, ) 


> | wi11* < 
i=1 


令 了 FEC，f(es)= mr 一 0， 故 {es，} 呢 收 人 敏 于 0。 
定义 2” 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 六 * 是 六 的 共 罗 空间 ， 
泛 函 序列 ,EX* (n=1,2,… ) ， 如 果 存在 /ESX*， 使 得 
(1) 17 一 了 ->0， 则 称 { 7。} 强 收 伍 于 7 。 
(2) ”对 任意 x EX， 都 有 | fx) 一 1(x)| 一 0， 则 称 了， 
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济 # 收 敛 于 /。 ， 

(3) ”对 任意 的 E(x*) 都 有 (Cf1) 一 (f)， 则 称 
{ 7 } 弱 收 敛 于 f。 

一 般 说 来 ， 弱 * 收 倒 与 汰 收敛 并 不 一 致 但 如 果 半 和 
x** 之 间 能 够 建立 起 等 距 同 构 ， 即 是 自 反 空间 时 ， 这 两 种 
收敛 就 是 等 价 的 了 。 

定义 3 设 X 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ，B(X->Y ) 表 示 
文 到 了 中 线性 有 界 算 子 金 体 所 成 的 空间 、T. € B(X->Y )， 
n=1,2，… 若 存在 TE€B( 针 ->Y ) ， 使 得 

(1)1T.=- 工 上 一 0， 则 称 算 子 序列 {T， } 一 致 下 
敛 于 工 。 

(2 ) 对 任意 的 xEX，|1Tx-Tx| ->0, 则 称 { 工 ,，) 
强 收 伍 于 工 。 

(3 ) 对 任意 x EX 和 任意 的 FEX* ,ACT,x) 一 ACTx)， 
则 称 { 工 ,} 弱 收 伍 玫 工 。 

自 算 子 列 的 一 致 收 全 可 导出 强 收敛 ( 84 .5 定理 2 》， 强 
收 伍 可 导出 弱 收 伊 ， 反 之 不 然 。 

例 2 令 X=Y=1? 


- 


X= (Er Es 7 ) EL 
小 ， X=(0， “ 0， E 5。 2 
nm 个 


这 是 平移 算 子 ，T ,显然 是 线性 算 牛 ， 并且 外 Tvx 1 = 
x。 
设 es= (0,0,… 051505) 7 =1)2.… 


Tx= 2 Ees R=1,2,.. 
二 一 
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对 任 蕊 的 = 《07 ), 设 FE (三 )*， fl(e,) = ,~ 


是 
矿工 ,x)= > 5414 
下 = 工 
由 全 水 德 不 等 式 有 
| 2 四 工 
fDix) CD Ei ( 之 [mal )》 
£=1 = 
. 1. 
= | ( 2 ‘nx|*)*—0 


其 1 工 , 上 纯 收 敏 二 9， 但 1T, } 不 烛 收 人 钙 , 这 只 要 取 xX = ej 
= 《11,0,0,… )， 邮 当 % 三 mm 时 ， 就 有 
| Tel—T,e i = ei-ernril = /2 


邦 { 工 ,si 不 收敛 。 

我 们 有 下 面 的 定理 

定理 1 设 T,，2= 1,2,… 是 由 巴 拿 炎 空间 XX 到 巴金 赫 : 
空间 节 趾 的 有 界线 性 算 子 序列 ， 则 { 工 。} 强 改 敛 的 充 要 条 
件 是 

《1》){ 【TT, | } 有 和 界 ， 

《2 ) 对 文中 一 稠密 子 集 D 中 的 x，{ 工 ,x } 收 刘 。 

5 证 时] 必要 性 。 若 {T。 } 强 收 伍 ， 条 件 (2 ) 成 立 是 
显然 的 。 现 证 成 立 (1》。 由 {T,.} 强 收 伍 ,所 以 对 任何 
XEX， {Tsx 上 收敛， 故 1 站 Tsx 有 界 ， 由 共鸣 定理 
知 怀 赴 工 ,| } 有 界 。 

”充分 性 。 设 TT, | 志 M,， n=1,2…， 对 任何 XEX 
及 s 守 0， 由 于 DD 在 XX 中 黎 密 ， 必 存 在 2ED， 使 x- 
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任意 的 p90， 有 


上 e 
i TH+s2— TZ | 二 本 


于 是 
Tpx 一 ,x 志和 gx 一 全 i452 有 二 和 全,1，2 一 
中 sz 人 十 人 Ts 一 小 sx 
< Tpl lx—zl + + Toh x2zll 
M8 + .8 -< 
<M 3 到 十 3 +M 3 g 
即 { 工 ,x |} 是 了 中 哥 西 点 列 ， 由 了 的 完备 性 ， 知 {TT:x} 
牙 敛 。 [证 毕 ] 
将 定理 1 用 于 泛 郴 的 情形 有 如 下 定理 。 


定理 2 巴 拿 赫 空间 X 上 任何 一 列 泛 函 { 了， Sg 
收敛 ， 必 定 有 界 ， 反 之 ， 有 界 泛 函 列 { f，} 车 在 六 的 一 
密 子 集 上 收 信 ， 则 必 弱 + 收敛 。 


$4'13 凸 集 


在 本 章 的 最 后 一 节 ， 我 们 介绍 一 般 线 性 空间 中 凸 集 的 概 
念 。 凸 集 理 论 与 许多 数学 分 支 有 着 密切 的 联系 ， 它 是 省 函 分 
析 中 常用 的 一 个 重要 概念 。 
一 般 线性 空间 中 书 集 的 概念 ,是 从 平面 凸 集 4 的 特征 性 质 
中 抽象 出 来 的 ,对 于 4 中 的 任意 两 点 x 与?, 联结 这 两 点 的 线段 
AxX+ (1-A)y (0 委 和 入 1) 
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也 必 属 于 4， 如 图 (4-1)。 在 这 个 性 质 中 ， 只 要 求 对 《平面 
上 ) 向 量 作 线性 运算 ， 所 以 这 个 概念 可 以 扩充 到 一 般 的 线性 


空间 。 


图 4-1 
定义 1 设 X 是 一 线性 空间 ，MW 是 六 的 一 个 子 集 ， 如 果 
对 型 中 任何 两 点 x,y 联 结 它们 的 线段 
{1XX+(CI-A)yi0s 和 去 1) 
都 在 入 中 ， 则 称 冯 为 凹 集 。 
例 1 ” 设 X 是 线性 空间 ， 则 文中 的 空 集 ， 一 点 组 成 的 集 
合 以 及 X 的 任意 线性 子 空间 都 是 三 集 。 
例 2 ”线性 赋 范 空间 中 的 单位 球 
Bi1(0)= {x|xEX, Ix|<1l} 
是 一 个 岂 集 。 
事实 上 ， 当 x，yE 吾 (的 时 ， 用 % 志 1, jy 二 1， 十 
是 
xt- My <IiAl xl +i- illyla1l 
故 刀 (8 ) 是 一 个 凸 集 。 
例 3 ” 设 X 是 平面 向 量 x = (£,，&;) 的 全 体 ， 在 关中 引 
入 下 列 范 数 
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1 x = max(E ES) 
x ,= (CE 
+ -; (p>1) 


1? 


我 们 来 看 ， 对 上 王 每 一 个 范 数 来 说 ， 单 位 球 到 底 是 什么 ? 

往 明 加 ， 如 多 4-2 记 示 在 上 s :的 情形 ， 单 位 球 是 半 答 
为 的 加 ,在 。 的 情形 ,单位 球 是 (三 1, 十 1) 为 项 点 的 正方 
形 , 我 们 车 看 与 范 数 | x 1 对 应 的 单位 球 ， 并 让 上 从 1 增 加 到 
co， 这 时 这 “了 球 ” 将 从 1 > 对 应 的 正方 形 连续 地 变形 ， 终 
于 成 为 与 上 2 对 应 的 正方 形 。 


(P<1) 


那 末 1x 1 ys<1 就 不 再 是 凸 的 了 。( 例 如 ， 当 P= 2/3 时 ， 也 
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就 是 里 形 ), 这 一 现象 力 是 以 下 事实 的 另 一 种 表现 ， 当 Pp 二 1 
时 ， 该 范 数 不 能 满足 范 数 公理 (3)。 
下 面 我 们 来 建立 线性 赋 范 空间 六 中 的 西 集 最 简单 性 质 。 
定理 1 ”任意 多 个 记 集 的 交集 仍 浪 总 集 。 
“证 8 设 到 = We， 其 中 每 个 Ma 痢 是 加 集 。x :> 是 而 


-~ 切 到 <， 于 是 联 氏 2 ,两 点 的 线段 


时 任 普 多 下 ， 这 两 点 履 - 

必 含 在 全 个 于 a 内 ， 因而 了 二 全 全 由 此 可 见于 确 是 叫 
ET 二 六 二 全 全 的 所 以 有 下 述 定 
定理 2 意 多 个 闭 记 集 的 交 人 


定理 3 站 集 的 问 包 仍 为 占 集 。 
< 法 国 3 设 妈 是 钙 集 ， 下 是 它 的 闭 包 ，x，» 是 MM 中 任意 
两 点 ， 并 设 e 广 0 是 任意 正 数 ， 在 形 中 取 a，28 使 
dla, x)e, , dlt, y)<e 
是 ， 对 于 满足 0 委 和 去 1 的 任何 A， 总 有 
已 CAXAXrT(I 一 入) aa+(1 一 入 )D ) <e 
因为 "是 巴 的 ， 所 以 Xaet+(1- 和)5E 和 ,由 于 8 是 任意 的 ,所 以 


Xx+ (1 一 Xv€ HH， 因 而 7 是 凸 的 。 
定义 2 ” 没 必 是 线性 赋 范 空间 X 中 的 任 一 集合 ， 我 们 把 
包含 7 的 最 小 闭 凸 集 称 为 M 的 凸 闭 包 ， 


- 证 明 县 有 通常 的 加 法 和 乘法 的 全 体 实数 集 作成 一 个 
全 体 复数 集 作成 一 个 一 维 复 向 量 空间 。 
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-一 维 1 J 全 > 问 ， 


2。 描 述 在 R 中 = {(1,1:,1), (0,0,2)} 中 的 线性 
包 。 
3。 在 下 列 R 的 子 集中 ， 哪 些 作 成 R* 的 子 空间 ? 这 里 
X= (El,E2 ,Es), 
(Qa) 具有 51=5。， 且 5 = 0 的 所 有 XxX; 
(6)51=5s。+1 的 所 有 x; 
(c) 具 有 正 的 5E1，5。，5s 的 所 有 Xx， 
(d) 具 有 3: 一 5 +8s=R,R 为 常数 的 所 有 >3 
4。 证 明 在 一 ? 维 向 量 空间 怀 中 ， 任 何 Y 作 为 给 定 基 向 量 
?1,82，"… 84 的 线性 组 合 的 表示 法 是 唯一 的 。 
5。 若 Y 和 2 都 是 向 量 空 间 X 的 子 空间 ， 试 证 Y 们 2 是 六 
的 子 空间 ， 而 了 U2 则 不 一 定 是 。 
6。 若 寺中 是 向 量 空间 XX 的 任 一 子 集 ， 求 证 s pan 下 是 
文 的 子 空 间 。 
7。 求 证 所 有 实 的 二 阶 方 阵 之 集 作成 一 向 量 空间 * 匀 ， 尺 
中 的 零 向 量 是 什么 ?确定 dim 闵 ， 求 出 六 的 一 个 基 。 
8。 验 证 平面 上 或 三 维 空间 中 的 向 量 的 普通 长 度 具 有 范 
数 的 性 质 。 ’ 
9。 证 明 不 等 式 
1 > 一 sx 本 入 上 2 一 2 
10。 证 明 在 R" 和 C "中 


x= 5 8) 
j=1 


定义 一 个 范 数 。 
11。 设 关 是 所 有 有 序 实数 对 x = (EE2), Y= (7 ;7 ) 作 
成 的 向 量 空间 ， 证 明 
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中 > := 十 | 
和 zs (+E) 
x 外 max{ 18 ss 
都 定义 和 上 的 范 数 。 
12。 证 明 在 空间 /中 


Ex 《之 1 玖 全 


定义 一 个 范 数 。 
13。 证明 由 有 序 的 "一 数组 作成 的 问 量 空 间 上 ， 由 
xii= El +1 + + |E, | 


Hx) so= Cet rt 关 


Hxla=max {|E!, |Ezl, 7s JEnl} 
定义 为 范 数 。 
14。 证 明 疝 量 空间 XX { 0 } 上 的 离散 度量 不 可 能 从 东 6 
数 得 到 。 
15。 若 d 是 河 量 空间 XX 站 {0} 上 的 从 范 数 得 到 距离 ， 并 
且 d 由 


~ 0 X=Yy 
d(x,y)= 


定义 ， 试 证 d 不 可 能 由 范 数 导出 。 

19。 证 明 赋 范 空间 的 子 集 双 为 有 界 当 且 仅 当 有 正 数 C 存 
在 ， 使 得 对 每 个 xE 开 都 有 | x 1 二 C。 

17。 证 明 CC1" 是 f* 的 向 量子 空间 ， 并 且 由 所 有 收敛 于 
零 的 标量 序列 组 成 的 空间 Cs 也 是 1。 的 向 量子 空间 。 
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d(x,~»)+1 XYy 


18。 证 骨 C, 是 天 中 的 一 个 团子 空间 ， 从 而 证 明 C 是 完 
答 的 。 

19。 在 1”! 路 ， 吝 了 大 由 所 有 的 仪 有 有 限 多 非 零 项 的 序列 
成 的 子 集 ， 求 证 了 是 1* 的 子 空间 ， 但 不 是 周子 空间 。 

20。 证 明 在 贬 范 空间 半 中 ， 向 其 的 加 法 与 标记 的 乘法 是 
关于 的 连 线 运算 。 

。 证 明 在 七 : 拿 青 空间 |， 中 ， 弧 对 收 化 级 数 古 收敛 的 。 

22. 车， 和 1。 | 是 不 上 的 等 价 范 数 ， 求 证 在 

(CX) 中 和 中 的 可 西 序列 是 相同 的 。- 


23. 设 i2is=( D15,”) 7， ,上 x 是 该 向 量 空间 天 
i= 1 
上 任 一 范 数 证 明 存 在 6 这 0. 使 得 对 所 有 x 有 lx <b 
| x ,6 


24+。 证 明 习 题 13 中 的 范 数 1x 1 利 1x1 :满足 


i<jix|:<lxil 


i | 
。 证 明 分 别 占 
(Ei,E2) > (=1,0) 
(S15:) > (0,52) 
(E152) > (5,,51) 
(E152) -> (rE,,rE,) 
定义 的 ， 从 下 到 RR* 别 的 算 子 开 !:，T,，T:， 工 ,是 线性 
的 ， 并 从 儿 何 上 解释 这 些 算 子 。 

26. 月 2x 2 矩阵 与 出 上 题 中 的 算 子 。 

27. 设 工 ，D(CTI ) 一 了 上 是 线性 算 子 ， 琶 设 它 的 赣 存 在 ， 
若 {xioxsxs jj 是 DT) 中 的 线性 无 关 组 ， 求证 组 


一 164 一 


[We 
1 


1Txi Txay …，Txw 是 线性 无 关 的 。 
28。 设 工 ， 习 一 了 是 线性 算 子 ， 且 dim 和 = dim 了 = 之 
求证 R(T)= 了 当 且 仅 当 工 "! 存 在 。 
29。 证明 
(1)》 站 中 站 委 攻 中 下 开 s 
‘2> 目下 "站 和 妥 下 开赴 
30。 设 工 是 赋 范 空间 皂 到 赋 范 空间 了 上 的 有 界线 性 算 
子 ， 若 存在 正 数 2， 使 
i Tx 过 6 x 中 

对 一 切 x€E 文 ” 试 证 T"! 存 在 且 有 界 。 

31。 设 工 ，C50,13- 一 Cr0,1] 系 由 


过 


* 


y(t)= | x (tdt 


所 定义 求 R(T) 及 Tm"!， 问 Tm"! 是 不 是 线性 且 有 界 ? 
32。 空 间 上 六， 选取 一 固定 的 z= (a,))E1*， 并 上 且 令 
f (x)= 之 So 
其 中 x=(5;)E1*, 证 明 f (x) 是 线性 有 界 泛 函 。 
33。 证 明 在 CLa,bj 上 由 


$s 
f(x)= | Xx(t) y(t)dt yo ECrLa, by 
fx)=ax(a)+ Bx(h) Qa，6 固定 
定义 的 泛 函 是 线性 有 界 的 。 


34。 证 明定 义 在 同一 向 量 空 间 上 有 具有 同一 零 空 间 的 两 个 
线性 泛 函 访 六 0 和 /: 羡 0 是 成 比例 的 。 
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35。 确定 算 子 工 的 零 空 间 ， 而 工 ， 尺 ?-， 尺 :是 由 


| 1 3 2 
-2 1 0 
所 表示 的 。 


36。 设 T. Ri 一 RR 由 (6&1 Ei, Es) >(E, E52,— 81- 
&s) 所 定义 ， 求 RCT)，NV(T) 并 表示 工 的 一 个 矩阵 。 

37。 若 /在 尼 上 是 由 fx)=8 +E 一 8 和 定义 的 ， 其 中 
X=(E1， 2 Es )， 求 泛 函 f 的 零 空 间 的 基 。 

38。 若 x 和 yy 是 有 限 维 向量 空 间 兴 中 的 不 同 向 量 , 求 证 在 
上 存在 线性 泛 函 /使 得 f(x) 二 f(y)。 

39， 车 六 是 有 序 ”实数 组 成 的 空间 ， 且 


Ix = maxls,| 
这 里 x= (El， Es gE ), 那么 共 纯 空间 革 * 上 的 对 应 
范 数 是 什么 ? 
40。 证明 空 间 C, 的 共 二 空 间 是 由。 
41。 设 {x} 弱 收 敛 ， 证 明 { lx; 中} 有 界 。 
42。 设 {a,} 是 一 实数 列 ， 若 对 任何 {x,} E1?， 都 


有 之 avx, 收 化 ， 则 { ar} Ef?。 
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第 五 章 ”内 积 空间 和 和 希 尔 伯 
特 (Hilbert ) 空间 


在 前 一 章 中 ,我 们 介绍 了 线性 赋 范 空间 的 概念 ,以 有 限 维 
空间 来 说 ， 向 量 的 范 数 相当 于 向 量 的 模 长 。 但 是 ,在 有 限 维 欧 
几 里 得 空间 中 还 有 一 个 很 重要 的 概念 一 两 个 向 量 的 夹 角 , 特 
别 是 两 个 向 量 的 正 交 。 有 了 它们 ,就 有 勾 股 定理 ,向 量 的 投影 
等 等 ,在 这 一 章 中 ,我 们 将 专门 讨论 一 类 特殊 的 线性 赋 范 空间 

月 积 空 间 ,在 这 类 空间 中 可 以 引入 正 交 的 概念 以 及 投影 的 

念 ， 从 而 在 内 积 空间 中 建立 起 相应 的 几何 学 。 在 这 一 章 中 ， 
我 们 还 要 讨论 希 尔 人 竺 和 s 间 上 的 富里 时 分 析 及 它 上 面 的 算 子 


$5. 1 肉 积 空间 和 希 尔 伯 特 
空间 的 基本 概念 


内 积 空间 和 和 希 尔 伯 特 空间 的 理论 是 泛 函 分 析 最 早 成 熟 
的 理论 最 丰富 ， 应 用 最 广 的 部 分 。 它 是 欧 氏 空间 概念 的 直接 
推广 。 我 们 熟悉 在 复 欧 氏 空间 中 ， 向 量 除 了 有 长 度 概念 外 ， 
还 定义 了 两 个 向 量 的 内 积 运算 ， 即 若 

a= (EE En) ,b= (0717 mn) 
则 a 与 5 的 内 积 定义 为 。 加 

《ap = ETII+T Ed+…+50 (5.1) 

其 中 六 才 示 9 的 复 共 二 , 并 且 内 积 与 向 量 a 的 长 度 有 以 下 关系 


lal = 《as Pa 
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由 内 积 定义 ， 可 知 两 个 向 晤 6 与 5 正 交 等 价 于 《〈a,07 = 
0， 显 然 ， 在 有 限 维 欧 氏 空 间 C "中 由 (5.1) 定 义 的 内 积 具 有 
(1) 《aa >0， 晶 《aa =0， 等 价 于 a= 0， 
(2) laat ac = 《ac + 《ce :其 中 必 ， 
pcEC ,af 为 复数 ; 
(3) Ka,b> = 《0 , ubEC 
在 复 欧 氏 空间 C 的 欧 几 里 得 几何 学 中 所 甲 到 内 积 性 质 主要 
是 上 面 三 条 ， 因 此 ， 利 用 这 三 条 性 质 ， 我 们 也 在 一 般 的 线性 
空间 中 引入 内 积 的 概念 。 
定义 1 ” 设 半 是 复线 性 空间 ， 如 果 对 关中 任何 两 个 向 量 
x,y 有 一 复数 《x,y》 与 之 对 应 ， 并 满足 下 列 条 件 ; 
(1) 《xx》>0， 且 xx》 = 0 等 价 于 x = 0,x EX， 
(2) 《oOX PY = 《xz 十 yy > ， 
2EAXxyp6 复 数 ; 
(3》 《zy2》= 《yx》 ,X,YERX, 
则 称 《xy》 为 x 与 y 的 内 积 ， 广 称 为 内 积 空间 。 
如 时 革 是 实 的 线性 空间 ， 则 条 件 (3) 就 改 为 
X,Y = 《ys X> 
从 内 积 的 定义 ， 立 即 可 以 得 到 下 面 的 等 式 
《X .QUVTT B22> = a CX ，V7> + 8 《X ，27 
( 5.2) 


特别 


X, V+2) = 《X, V> + 《x,2) 
XU YY = 0 Kx， 分 
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可 以 证 明 ( 定 理 1)， 由 内 积 可 以 诱导 出 一 个 范 数 ,这 只 须 
xl=v Kx，xy》 
邯 可 。 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 1 〈 哥 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ) 设 X 按 内 积 《x,v〉 成 
的 积 空间 ， 则 对 于 怀 中 任意 向 量 x,y 成 立 不 等 式 
| <x,y> Ix > ( 5.3) 
当 且 仅 当 x 与 > 线性 相关 时 ， 不 等 式 (5.3) 中 等 号 才 成 立 。 
[证 明 ] 如 果 y= 0, 易 知 对 一 切 xEX，(x,0》 =0， 因 
而 (5.3) 式 成 立 。 浇 y 关 0, 则 对 每 个 复数 wx, 由 内 积 条 件 (1)， 
有 


0 4x 一 yx 一 CQCYy》 = (x,xX) 
-ao 《X,Y 一 QC 《YX 一 四 《y，y) J 


令 a = 《y,x》 《yy》 , 那 末 上 式 方 括号 中 式 子 为 0， 所 
以 


0 《xxX》 一 和 《X,Y 
| 2 | 《YX ，y ,> 二 
1 zx 上 yl 


两 边 乘 以 jy 外:*， 并 且 开 方 ， 即 可 得 到 要 证 明 的 不 等 式 
| 《yy》 lax 
若 x 与 y 线 性 相关 ， 通 过 直接 计算 ， 易 知 (5.3) 式 中 等 号 
成 立 。 反 之， 车 (5.3) 式 中 等 号 成 立 ， 假 定 y= 0， 则 % 与 y 自 
然 线 性 相关 ， 若 y 二 0， 令 
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XY) 
Cv,V> 


由 许 瑟 兹 不 等 式 推导 过 程 ; 易 知 上 x 一 ay 有 ?=0, 即 x = ay， 
所 以 x 与 线性 由 关 。 [证 毕 ] 

内 积 空间 中 哥 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 在 分 析 这 个 领域 中 是 非 
常 有 用 的 工具 ， 为 了 简便 常 称 之 为 许 瓦 兹 不 等 式 。 

定义 了 内 程 的 线性 空间 必定 具有 线性 赋 范 空间 的 一 切 性 
质 ( 当 然 也 是 度 基 空间 )。 

定理 1 ”每 个 内 积 空间 忒 都 是 线性 赋 范 空间 。 即 对 每 个 
xE、。 令 


Fx = ,x (5.4) 


则 1 是 .VY 上 的 范 数 。 
< 证 归 》 只 变 验 证 (5.4) 定 义 的 x 上 满足 范 数 公理 : 
(1) Hx, 这)， 且 x 上 =0 等 价 于 x=0 
事实 上 ，1x = x,x》 守 0, 有 是 上 x 上 = xy xy》 一 
0， 等 价 于 (x，x》〉= 0 即 x = 0， 
(2) Joxl =|iol|xl 
| cx = Cax,ox> = MVM, Cex) 
= ol cx,x) = al xl; 
(3) Txl+tiyljl<lxl+i yl 
事实 上 
jxt+sl = x+y,x+y> 
= 《YX + XV + YX 十 《yy 六 
| x+ x, + Cy,x> + yl? 
<x| +201x yl Dt yl? 


站 
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=(Hxj+lyl)? 
即 得 三 角 不 等 式 
x+yi alixl+lyil 
称 帕 (54) 式 定义 的 范 数 x | 为 由 内 积 ( 诱 ) 导 出 的 范 数 .所 
以 内 积 空间 是 一 种 特殊 的 赋 范 空间 。 若 七 按 (5.4) 式 中 范 数 完 
备 ， 则 称 为 希 尔 伯 特 空间 我 们 有 
定义 2” 设 了 是 内 积 空间 ， 由 它 导 出 的 赋 范 空间 如 果 按 
《5-4) 式 中 的 范 数 是 完备 的 , 则 称 怀 为 希 尔 伯 特 空间 。 简 言 之 ， 
希 尔 们 特 空间 就 是 完备 的 内 积 空间 。 
引 理 2 ”内 积 《x ,yy 是 两 个 变 元 的 连续 函数 。 
事实 上 ， 设 {x,}，{y,} 是 了 中 的 点 列 ， 分 别 强 收 
伍 于 x*，yEX， 即 x。>x，yn 一 y， 于 是 有 


| 《X ，， yn》 一 CX ,VY> [ 委 | 《YX Yan》 一 CX Vay | 
+| x, 3 —- x, y> | 
x-x| yl)+ lxlly.—-yl 


因 > ,收敛 ， 故 上 >。|| 有 界 ， 所 以 ， 当 "co 时 ， 上 面 不 等 式 
右 端 趋 于 0。 
引 理 3 ”内 积 与 范 数 之 间 成 立 如 下 不 等 式 
CR 
ilx+iyl* -ilx—-iyl ’) 
(5*5) 
(5.5) 式 称 为 极 化 恒等式 ， 它 表示 内 积 可 以 用 范 数 来 表示 ， 
当 愉 为 实 内 积 空间 时 ， 极 化 恒等式 变 为 


Gx) = 天 (x+ 一 xy 


我 们 知道 ， 内 积 空 间 关 总 是 赋 范 空间 。 反 之 对 否 ? 也 即 : 
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每 个 赋 范 空间 都 是 内 积 空间 色 ? 也 就 是 说 范 数 ‖x 上 都 是 由 
某 个 内 积 导出 的 吗 ? 回答 是 否定 。 我 们 介绍 内 积 空 间 的 特征 
性 质 。 

定理 2 ” 赋 范 空间 飞 是 内 积 空间 的 充分 必要 条 件 为 对 任 
意 X,y€ 文 都 有 平行 四 边 形 公式 

x+tyl ?+hx~-yl*=2C0|x ?+ | yl *) (5.7) 
成 立 。 证 明 因 限于 篇 幅 而 略 去 。 


下 面 举 一 些 内 积 空间 的 例子 。 
例 1 RR" 为 n 维 欧 氏 空间 ， 其 范 数 


xl = De) » X= (El Er, En)E R" 


设 x，VER"，y= (ls n2, 0 ) 
内 积 《X,Yy> = >, Ein; 
i = 


导出 的 范 数 上 x 中 ,显然 RR" 是 希 尔 伯 特 空间 。 
同样 ，n 维 西 空间 C"， 其 中 范 数 


mn 工 
Ex =(〈 之 IE 12)》 9 X=(51 5)EGC， 


实际 上 是 C "中 内 积 


CX, YY = SED y= NN) EC" 
i=1 


导出 范 数 ， 显 然 西 空间 是 希 尔 特 伯 空 间 。 
有 的 作者 ， 只 把 无 限 维 的 完备 内 积 空间 称 之 为 希 尔 伯 特 
空间 ， 这 主要 因为 有 限 维 内 积 空间 是 线性 代数 中 已 研究 清楚 
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了 的 ， 而 泛 函 分 析 主 要 研究 的 是 无 限 维 空间 的 缘故 。 这 种 用 
语 上 的 差别 不 是 本 质 的 。 

例 2 空间 上 ， 设 xX= (E51，5,，…)， y= (Diyr7syy…) 定 
义 内 积 


oo 


i) SD, 
Lx = (5 1 
易 验 证 《X,Y> 是 [ 主 的 内 积 ， 其 中 许 瓦 兹 不 等 式 胱 是 p= 
的 他 尔 人 德 不 等 式 ; 


| I= BE DE 
oo 了 党 1 
ES 
1=1 i=1 


由 此 可 知 本 17 :是 绝对 收敛 的 ， 而 上 x 上 是 由 上 面 内 积 


导出 的 范 数 ， 因 此 , 产 是 希 尔 伯 特 空间 ,并且 它 是 无 限 维 的 。 
例 3 尽 :fac,0 空 间 ， 对 及 "5[a,p3 中 任意 向 量 x、y，。， 定 
义 


《xx yy》 -| x (ty (人 dt (5.8) 


易 知 尺 :[ayb3 按 (5*8) 中 内 积 成 为 内 积 空间 ， 又 由 内 积 (58) 
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导出 的 范 数 
xl=0f lxcwirar 二 


我 们 知道 RCa， 是 不 完备 的 内 积 空 间 ， 也 即 是 内 积 空间 ， 
但 不 是 希 尔 伯 特 空间 。 这 个 空间 的 完备 化 就 是 大 家 熟悉 的 上? 
“ap 空间 。 

例 4 工 :5a,0 空 间 ， 对 民 :[a,0 中 任意 向 量 x,y 定 义 


< 人 xy》 =-{ xCt) y(t dt (5.9) 


易 知 L*Ca,bJ] 按 (5.9) 中 内 积 成 为 内 积 空间 ， 又 由 内 积 (5.9) 
导出 的 范 数 


而 
1 > 1 -| [zdt) 


即 为 $4'2 例 5 中 所 定义 的 范 数 (P=2)，L*[a,bJ 是 希 尔 伯 特 
空间 ,因此 ,上 L?Ca,53 是 完备 的 内 积 空间 ， 也 就 是 希 尔 伯 特 空 
间 。 

上 面 各 内 积 空间 显然 都 是 可 分 的 ， 也 即 它们 都 有 可 列 的 
稠密 子 集 。 “ 

最 后 我 们 指出 ， 由 于 内 积 空间 (或 希 尔 伯 特 空间 ) 都 是 赋 
范 空间 (或 巴 拿 炎 空间 )。 因 此 ， 前 面 所 讲 过 的 度量 空间 ， 赋 
范 空间 (或 巴 拿 赫 空间) 的 结论 都 适用 于 它们 。 除 此 之 外 ,要 
特别 注意 ， 它 们 由 于 有 了 内 积 ， 它 们 还 具有 一 般 赋 范 空间 
《或 巴 拿 赫 空间 ) 所 不 具备 的 种 种 性 质 。 


$5.2 正 交 性 与 投影 定理 
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因为 内 积 空间 是 定义 了 内 积 的 特殊 的 线性 赋 范 空间 ， 因 
-此 ， 它 有 一 般 研 范 空间 所 不 具备 的 特殊 性 。 这 一 节 ， 我 们 由 
内 积 引入 向 量 的 正 交 的 概念 ， 向 量 到 子 空间 上 正 交 投影 概 
念 ， 从 而 为 建立 所 谓 希 尔 伯 特 空间 的 几何 学 作 好 准备 。 其 中 
要 建立 重要 的 投影 定理 。 

定义 1 设 < 是 内 积 空间 ，x,y 是 居中 两 个 向 量 ， 如 果 

x,y> =0 
则 称 x 与 > 互相 垂直 或 正 交 ， 记 为 x 上 y， 设 必 是 X 的 子 集 ， 
当 x 与 村 中 一 切 向 量 正 交 时 ， 称 x 与 村 正 交 ， 记 作 x 上 MM。 设 
MM 与 丸 是 X 的 两 个 子 集 ， 如 果 对 任何 x EM 及 yE 太 都 有 x 了 
y， 就 称 凡 与 Y 正 交 ， 记 作对 上 入 。 设 好 是 和 的 子 集 ， 关 中 


所 有 与 于 正 交 的 向 量 全 体 称 为 MM 的 正 交 补 ， 记 作 M +。 
关于 问 景 正 交 ， 正 交 补 有 如 下 一 些 基本 的 有 用 性 质 ， 
1” 设 六 为 内 积 空 间 ，x,y€X， 则 当 x .Ly 时 
Txt+ryl ?= xl?+ lyl? (5.10) 
(证明 ] 当 x Ly 时 ， 《x,y》 = 《y,x》=0 
从 而 x+y| ?= x+ y+ yy) 
= 《XX> + Xsy) + YX) + Ky, YY 
= xl?+|yl? 
注意 ， 若 x+y 上 ?= xj ?+ yl 成立, 未 必 能 
推断 x 上 >y， 只 在 是 实 内 积 空间 中 成 立 。 公 式 (5.10) 也 叫做 
勾 股 公式 
2” 设立 是 内 积 空间 ，MCX， 则 M+ 是 X 的 闭 线 性 
子 空间 。 


[证 明 ] 如 果 x;,x,€M* , 那 未 对 任何 YE€M 有 
人 X1，y = 《xy》 =0 


一 175 一 


这 时 对 任何 数 xc， 8 由 内 积 的 性 质 (2) 得 到 
《axi+ 有 27 =a (X15 +B xy =0 


因此 axi+ Bx, 与 任何 y€ 李 正 交 ， 即 ax1+ 6x,€M:， 


所 以 性” 是 个 线性 子 空间 ， 了 又 如 果 x ,EM* ，x，>x。， 邦 
未 由 内 积 的 连续 性 ， 对 任何 yE 及 成 立 


《xzoyv> = lim 《xyy》=0 
性 一 四 
所 以 xoEM 9 因此 ， Mr"* 是 个 闭 线性 子 空间 。 
3° 设 导 是 内 积 空间 ，MCX， 则 
MNMNM* = {0)} 


[证明] 设 x EMNM* 时 ， 则 x EM，xEM ”由 正 交 


补 的 定义 
Cx.x) = xl*=0, =0 


从 而 
MNM cc{0} 
故 当 用 为 六 的 了 空间 时， 则 有 


MNM = {0} 
4” 设 广 是 内 积 空 间 ，MCX， 著作 =XX， 
M =1{0} 


<- 证明] 设 届 = 久 ,车 x。 EM ， 对 任意 x EM， 则 
《Xo ,XX> =0 
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因 x,E 环 = 村 ， 故 存在 x, EM，, 使 得 川 x,-xol 一 0， 从 
而 由 内 积 的 连续 性 


《roxo> = lim 《xoy Xo» =0 
二 一 > oo 


即 x, = 0，。 又 由 奸 质 2。 知 M < 和 故 M = {0} 
由 福 质 ?可知 ， 习 为 希 尔 光 时 空间 时 , 则 它 的 任 一 子 集 


M 的 正 交 补 M 也 必 是 希 尔 伯 特 空间 。 而 性 质 4 "告诉 我 们 ， 
六 的 黎 密 子 集 的 正 交 补 只 能 是 零 向 量 。 

定义 2” 设 从 是 内 积 空间 ，M :及 M :是 抒 的 两 个 线 性 子 
空间 ， 如 果 M 1， 那 未 MM = {xi1+x,|xX1.EM,, XxX, EC 
M;} 为 M ,与 M :的 正 交 和 ， 记 为 Mi: 四 M，。 

类 似 地 可 以 定义 有 限 个 线性 子 空 间 的 正 交 和 。 

定义 3 设 M 是 内 积 空间 六 的 线性 子 空间 ，x € 广 ,如 
果 有 xo EM，x; 上 用 使 得 

X=Xo+X! 
则 称 x, 是 x 在 几 上 的 ( 正 交 ) 投 影 。 

一 般 说 来 ， 对 于 内 积 空间 关中 的 任意 向 量 x* 及 任意 线 性 
子 空间 让，x 在 MM 上 的 投影 并 不 一 定 存 在 。 但 是 如 果 x 在 MM 
上 有 投影 的 话 ， 那 末 投 影 必 定 是 唯一 的 ,因为 如 果 x。 及 xX。 
都 是 xX 在 村 上 的 投影 ， 由 定义 可 知 Yo，xo“ EM, x 一 XxX。L 
M，x 一 xo |M， 因 此 ， xo 一 xo 有 既 属 于 M， 又 与 M 正 交 ， 
而 与 自身 正 交 的 元 只 有 零 向 量 ， 所 以 xzo=xo 。 

投影 有 下 面 的 重要 人 性质， 

定理 1 设 MM 是 内 积 空间 六 的 线性 子 空间 ，xE 失 ， 如 
果 是 xo 在 M 上 的 投影 ， 那 末 
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x-xol = inf xz- (5°11) 
了 €HM 


5 证 明 ] 因为 x。 是 x 在 M 上 的 投影 ， 所 以 x。EM，x 一 
Xo 了 肝 ， 对 于 任何 YE 用 ,由 于 XxX 一 y= (Xx 一 X60)+(xo—y) 
而 Xo 一 YE€M, 因 此 ，x 一 x。xo 一 y， 邦 由 “ 勾 股 定理 ?” 
得 到 

x—y)?= x-xoll?+l|xo -vl =|x-xo ll? 

(5.12) 
显然 (5.12) 式 中 只 有 在 xs = y》 时 才 成 立 等 号 ， 册 (5.12) 式 即 
知 (5.11) 成 立 ， 并 且 (5*11) 中 右边 的 下 确 界 只 有 在 y=xo 时 
达到 。 5 证 毕 ] 

定理 1 说 明 用 M 中 的 元 y 来 还 近 x 时 ， 当 且 仅 当 y 等 于 x 
在 4 革 的 投影 ve 时 ， 通 近 的 程度 最 好 。 因 此 ， 在 随机 过 程 
理论 和 逼近 论 中 常用 投影 的 这 个 性 质 来 研究 最 佳 逼近 。 

下 面 我 们 要 证 明 当 MM 为 希 尔 伯 特 空 闻 关 的 子 空间 时 ，XX 
中 任何 元 x 在 由 上 的 投影 必 存 在 。 因 此 ， 六 可 以 分 解 成 并 与 


MM ”的 正 交 和 。 

将 向 量 向 子 空间 投影 ， 这 在 欧 几 里 得 空间 的 解析 几何 学 
中 也 是 一 种 重要 方法 。 本 章 前 几 节 所 研究 的 也 正 是 欧 几 里 得 
空间 中 投影 理论 的 拓 广 ， 它 可 以 看 成 希 尔 伯 特 空间 中 解析 几 
何 学 的 一 部 分 。 

我 们 首先 给 出 下 面 一 个 重要 引 理 . 

引 理 1 〈( 蛮 分 引 理 ) 设 关 是 内 积 空间 ，M 是 外 中 非 室 凸 
集 ， 并 且 按 X 中 由 内 积 导出 的 距离 完备 , 那 来 对 每 个 xExX， 
存在 唯一 的 yEM， 使 得 

Tx-yl =d(x, M)= inf Ix~y| (5-13) 
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证 明 ] 令 8=d(x，M) ,由 下 确 界 定义 ,存在 ys。E MM， 
n= 1,2,… ,使 


6,= x- yl 0(n->00) (5.14) 
令 oo=yn-x 则 lz =6,， 且 
vs tosll = i y+ y, 2x1 =2| 可 (ys+Tyn)? 一 和 站 


因为 朵 为 止 集 ， 所 以 去 (ys+yo)EM， 由 此 可 得 v， 十 
va 汪 26， 又 因为 y. 一 ys= 1, 一 v。， 册 平行 四 边 形 公 
式 有 
yr yl = vr -vl = | vr+ vl? +20C1 
veal:+ vl?) 
<- (206) +2(0, +8.,’) 
由 (5.14), 知 {yy:} 是 刘 中 哥 西 点 列 ， 但 衣 按 内 积 时 出 的 距 
离 完 备 ， 因 而 存在 ?EM， 使 y。 一 y， 因 为 YEM ， 所 以 | 
x 一 yl 宇 8， 但 是 
x~yl<iix~-y, | +ly- yl = 一 > 
上 面 不 等 式 右 端 当 nn 一 co 时 ， 极 限 为 3， 所 以 得 到 上 x 一 > 上 
= 8。 
若 又 有 ye EM， 使 得 |x-yo 外 =89， 由 平行 四 边 形 
公式 ， 
| y— yo ?= (Cy—x)—- (yo ~x))? 
=2|y-x) ?+2| y06 -x 一 外 (> 一 >) 
十 (yo 一 X%) 直 
= 26* + 267 -41/2C(y+ yo0)—x|? 
再 好 的 四 集 性 ， +(y+yo)EM 所 以 和 村 (+ye ) 一 X 作 。 
写 87 因 此 , 0< 上 yy-yol ?<46:- 46:=0。 
因而 上 >- yo 有 =0， 即 y= y。， 这 就 证 明了 唯一 性 。 
[证 毕 ] 
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当 朵 是 驻 的 完备 子 空间 时 ， 开 当然 是 元 中 的 凸 集 ， 记 帮 
由 引 弄 1 得 到 下 面 的 推论 

推论 1 设 X 是 内 积 空 间 ，MH 是 了 的 完备 子 空间 , 则 对 每 
个 XE ， 在 存 唯 一 的 YE MM， 使 

lx—-yl = d(x,1) 

变 分 引 理 又 称 极 小 化 向 量 定理 ， 它 是 内 积 空间 的 一 个 基 
本 定理 ， 在 微分 方程 ， 现 代 控 制 论 和 逼近 论 中 有 重要 应 用 。 

引 理 2 ”设立 是 内 积 空 间 ， 以 是 半 的 线性 子 空 间 ，x 6E 
义 ， 若 存在 YE7X， 使 得 上 x-y| = d(x,2)， 那 未 Xx 一 y 
LM。 

[证 朋 ] 令 z=x 一 y， 若 z 不 重 直 于 M 放 ， 那 么 必 有 y 1 € 
以 ,使 得 


《2,Y1> 和 0 
显然 v: 关 0， 另 一 方 下 ， 对 任何 复数 a， 有 
|z—-oax!l := 《z 一 0yY19 2 一 0Yi7 


= 《2,2) 一 a 《zy1> 一 af Cy, oy 
0 《yiyyi> ] 
令 《1 


2 ， 则 上 式 右 端 方 括号 中 式 子 为 0， 又 
因 上 zl = d(x,M)， 因 此 


2 | 《zyi7 上 
2 一 ， “二 2 2 12(x, 
Hoyt lal drsM) 
但 是 由 于 y+ ay1€ A 肝 ， 所 以 
lz-ayil = |x-y-ayil=ad(x,M) 
这 与 上 2-ayi|] 过 d(x ,及 ) 予 盾 。 因此 ，x 一 yy 上 WY。 
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由 引 理 1、 2 立即 得 到 下 商 的 定理 。 
定理 2( 投 影 定理 ) ” 设 必 是 内 积 空 六 的 完备 线性 子 空 
间 ， 则 成 立 


X= + 
5 证 明 ] 因为 于是 的 团子 空间 ， 所 以 民 是 针 的 完备 子 
空间 ， 由 推论 1 及 引 理 2， 对 任何 X € X， 存 在 唯一 y E 及 及 z 


EM ,使 
%X= y+2 


+ 


又 若 和 男 有 Yi1E 及 及 z:E 肛 使 X=yi1t+z14， 则 Yi1~y=2 
-2 因 y-y,€EM, z1-z€EM ， 于 是 yy1 一 y=z1 一 2€EM 


NM'= {0}, 因此 ，y= yi1,”=2z1， 这 就 证 明了 = 到 十 


M7 [证 毕 ] 
利用 投影 ， 可 以 定义 X 到 YY 上 的 映射 P 如 下 ， 
对 任 一 XE€ 六 ， 令 
P:=y 
其 中 yw 是 x 在 VY 上 的 投影 ， 称 了 为 于 到 Y 了 上 的 投影 算 子 。 投 影 
算 子 具有 下 列 一 系列 性 质 。 
1” 了 是 X 到 了 上 线性 有 界 算 子 ， 且 当 了 < 10 } 时 ， 
| PH=1。 
o。 PX-Y, PY=Y, PY = {0}, 
3% P=P, 其 中 P:=PP 
推论 1 ” 设 用 是 内 积 空 间 关 中 的 完备 子 空间 ,而 且 MM 寺 
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天 。 那 未 下 ”中 有 非 零 元 素 。 

证明) 由 于 皂 关 呆 , 取 xEA- MX 在 到 上 的 投影 记 为 
Xo， 这 时 xX 一 Xo 上 HY， 但 因 xX EN，xo EE 及, 所 以 x 一 x6 二 
0。 [证 毕 

容易 看 出 ， 当 性 是 希 尔 伯 特 空间 ， 必 是 X 的 闭 线性 子 空 
间 寺 ， 引 理 1,2, 定 理 2 及 推论 1 等 都 成 立 。 

推论 2 设 基 是 希 尔 伯 特 空间 , 必 是 了 的 线性 子 空间 ， 则 

N= (ar 

特别 地 ， 如 果 M = {0)， 则 了 在 关中 稠密 。 

5 证 明 ] 由 性 质 2(M”)” 是 入 的 闭 线性 子 空间 ， 它 也 
可 以 看 成 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ,显然 ( 1。 ) ”一 下 。 另 一 方 
面 ， 设 x EM, 由 投影 定理 ,存在 yEMCAN+ 及 zEMN ， 
使 X= y+z， 因 为 XE MI1， 并 且 MM*!: 是 线性 空间 ， 所 以 x 一 
yEM'*， 因 此， :=x-yEM na 10) , 即 z=0， 
所 以 x = yE 有 ， 这 就 证 明了 MazcCMH， 因 此 ， 


+ L 
(CM ) = hf 


特别 当 M -= {0} 时 ，(M” ) ={0} ”=X， 
即 
了 = X， 所 以 必 在 XX 中 黎 密 。 
注意 到 如 果 必 是 了 的 闭 线 性 子 空间 时 ,推论 2 可 以 改写 为 
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论 推 2 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 .M 是 X 的 闭 线性 子 空间 。 


M=(M  ) 
作为 投影 定理 的 应 用 ， 下 面 我 们 介绍 最 小 二 乘法 : 
在 实际 问题 中 常会 下 到 这 样 的 问题 ， 设 有 函数 ”=f ( 
xi Yi Ya)， 但 人 们 并 不 知道 /的 具体 表达 式 是 


什么 ， 此 时 人 们 往往 用 线性 陋 数 y= > axi 去 近似 代 


i=1 
替 2= 了 (xx xu) 但 是 系数 xi 《i= ,12,…,n) 人 怎样 
选择 呢 ? 常用 的 一 种 方法 就 是 最 小 二 乘法 。 其 具 体 作法 是 : 
对 《n+1) 个 变量 y,x1,X，,…,X ,进行 m 次 观察 测 得 各 
个 变量 的 值 为 ; yi SX I N,N i (7= 1 2，… 177) , 今 


n 1 
2 
LACGC 029 yn) 二 [> (yi 人 Qi x 1°i))2] 
=1 


i=1 
作为 衡量 总 误差 的 标准 ， 那 末 问 题 就 归结 为 求 一 组 a 和) ， 
Qa) 2 no), 使 得 
A 3)=inf {Al(airyo ya) (or 多 


Qs 0 )ER"} 
此 了 时， 称 y = > aicoOxi 为 函数 了 = xxa，…，xX)》 
i=1 


欧 最 住 均 方 棣 逼近。 
又 例如 ， 已 知 函 数 / EL [a.65] ， 用 ”次 多 项 式 来 逼 
近 ， 也 就 是 要 找 -- 组 数 w ,0 yc 使 得 误差 


1 


四 不 
CO- Dati -=| JID- Foard) 
i=1 ‘ i=1 
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成 最 小 ,也 即 在 L* [a,5b] 的 子 空间 M = span {1 yt )} 
上 求 yYEM， 使 得 
上 -yi =intLl7-xlxcM) 
所 有 上 述 这 样 的 一 类 最 佳 带 近 问 题 , 都 可 抽象 归纳 为 希 尔 伯 
特 空间 或 内 积 空间 中 逼近 问题 。 
设 卸 是 内 积 空间 ， yxXisxXa…xXua 是 式 中 的 2+l 个 向 
量 ， 要 求 一 组 数 0 1 中 ,02 和,…，Qr""， 使 得 


Le n 
| y- BadVxi l=inf {dy Doixil la, os, 
ji=1 i=1 


9 as ER)} 
二 d(y,span {xioxXa xn ) 


因为 M = span { X19X2y Xn } 是 有 限 维 空间 ， 必 是 元 的 完 


备 子 空间 ,由 引 理 1 必 有 x。= 之 ci 2xiEM， 使 得 上 yx 


有 达到 最 小 值 。 并 且 不 妨 假 证 XXX ,% :是 线性 无 关 的 ， 
不 然 的 话 可 取 其 任 一 极 大 线性 无 组 来 代替 它 ， 此 时 .21 和 ， 
Qa sc 可 如 下 法 求 出 之 。 
由 引 理 2 

《Vy—-Xxo,X> =0 xEM 
这 显然 等 价 于 (y-x，x;) =0 i=1,2,…,7 得 到 一 个 n 
元 代数 方程 组 ， 


Cy—- Doxrisxiy =0 =1)2， 
j=1 


即 Do (xjxXi》= (yoXKi》 i=1,2. ,nn 
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由 于 引 理 1 这 到 最 小 的 @1， az，…， aa 是 唯一 的 ， 同 时 又 
由 于 *1，x，，…，x， 是 线性 无 关 的 , 易 知 上 述 方 程 有 唯一 
解 ， 间 此 方 和 和 的 系数 和 区 不 等 因而 解 就 是 : 


《xX1,X1> 《YXI7 … 《XesXi> | 
《YX19X2> YsX2) 1 XX) 
1 《X 13X > 《yx。 > 四 (CE ny》 
Qi (0 = i 和 
XIsXI> (x ,x 1) ‘(Xn 
X19K2Y … 《XiX2> XX 
《X19X ny》 机 Xi Xa 加 《X wyXa》 


(1=1,2,°",1) 
$5.3 内 空 积 间 中 的 正 交 系 


在 $5"2 里 引进 了 内 积 空间 中 的 向 量 的 正 交 概念 ,这 在 内 
积 空 间 和 和 希 尔 伯 特 空间 的 理论 中 起 基础 作用 ,特别 重要 的 是 ， 
类 似 于 欧 氏 空间 中 的 正 交 举 标 系 ， 在 内 积 空 间 中 也 可 以 引入 
正 交 系 的 概念 一 即 空间 中 向 量 成 对 正 交 的 集 ， 它 也 是 数学 
分 析 中 正 交 函数 系 概念 的 推广 。 

定义 1 设 放 是 内 积 空间 X 的 一 个 不 含 零 的 子 集 ， 若 好 
中 向 量 两 两 正 交 ， 则 称 1M 为 居中 的 正 交 系 ， 又 若 朵 中 向 景 范 
数 都 为 1， 则 称 放 为 中 就 范 正 交 系 。 

即 对 所 有 x,y€EM 


1 
《X,Y -上 
lo X 夺 YY 
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车 一 正 交 系 或 就 范 正 交 系 用 是 可 列 的 ， 我 们 可 以 把 它 排 
成 一 序列 { x。} ， 并 分 别 地 称 它 为 正 交 序列 或 就 范 正 交 序 
列 ， 或 干脆 统统 称 为 正 交 系 。 这 种 情况 下 有 


。 is 
CX Xi -| 
1 2 二 了 
例 1 ”在 x 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 
el 三 (1,0,0,.…,0) 
es = 《0,1,0,.…,0) 
en 一 (0:0:0，…，1) 
组 成 就 范 正 交 系 。 
例 2 ”在 空间 LC50,2x] 中 ， 定 义 内 积 为 


2 
HI 
《f ,9> = .| f(x)g(xdx,f ,9ELICO0,27) 


0 


_ 1 。 。 
则 三 角 项 数 系 -一 ,coSx ,sinx，…，CcosnxX ,sinnX，*…: 为 LL? 


2 
[50,2 x J] 中 就 范 正 交 系 。 
正 交 系 有 以 下 基本 性 质 ; 
1 。 对 正 交 系 下 中 任意 有 限 个 向 量 x | ,xX，,…,X 4。 成 立 ， 
上 xi+Xs 十 十 Xe 人 = 和 xi 人 2 十 攻 xza 人 二 
二 xs (5.15 ) 


证明) 由 于 好 中 向 量 两 两 正 交 ， 记 以 


拉 下， 


xls= (Bx, Dx) 


i=1 


= DS 《xyoxiy = 之 xi,xi) 
i=1 


= 之 和 x .人 


2 。 正 交 系 下 是 尤 中 线性 无 关于 集 

[证 明 】 设 x1,xs，…;Xa EM， 而 且 > ajx,=0, 
其 中 Qi，Q2,… ;01 为 ?个 数 ， 则 对 任何 1 <i<n， 有 

0= 《 air >=a;Cxisxi >= oxil’ 


(5,.16) 
所 以 X11,X,,…'， xX, 线性 无 关 ， 这 就 证 明了 音 是 旋 中 线性 无 


关子 集 。 

我 们 在 内 积 空间 中 引入 就 范 正 交 系 的 且 的 是 要 把 空间 中 
的 向 量 关于 就 范 正 交 系 展开 成 级 数 ， 为 此 ， 首 先 介绍 一 般 线 
性 赋 范 空间 中 级 数 收敛 的 概念 。 

定义 2 设 X 是 线性 赋 范 空间 ，xi,i= 1,2，… 是 中 
一 列 向 量 ，Q&1 ,0 an … 是 一 列 数 ， 作 形 式 级 数 


aiXi (5.17) 
i=1 


称 S，= > ojixi 为 级 数 (05.17) 的 ?项 部 分 和 ，, 若 存 在 x E 


天， 使 ,一 x， 则 称 级 数 〈5.17 ) 收 伍 ， 并 称 x 为 这 个 级 数 
的 和 ， 记 为 
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著 用 为 六 中 就 范 正 交 系 ，e1，e:，… 是 性 中 有 限 或 可 列 


个 向 量 ， 且 x = 位 ”aiej， 风 对 每 个 自然 数 /， 由 内 积 连 


续 性 ， 可 以 得 到 


《Xeji》 = (> Qieiyei7》 = > Q; 《eisyei7 


i=1 i=1 


月 
只 


所 以 X= (xyeji> 2 
定义 3 设 履 为 内 积 空间 关中 的 就 范 正 交 系 ，x € 义 ， 称 
数 集 
{ (xz,ey le€EM} 
为 向 晤 x 关 于 就 范 正 交 系 至 的 富里 时 系数 集 ， 而 称 《x ,e》 为 
>X 关 于 e 的 富里 叶 系 数 。 
例 3 设 X= 工 > [0，2r] ， 允 为 例 2 中 三 角 函数 系 ， 
对 于 任何 f EL?C0，2 zx ]，j 关于 型 的 富里 时 系数 集 即 为 
Qo=- J 全 rep ar= <“f, 一 ， 
A/2T”， A/2 


-| . 
a ,= 二 f(t)cosntdt= (f ,cosnty ,n= 1 2… 


2X 
b,= :| flt)sinntdt= (ff ,sinnt) 
n= 1,2,. 

所 以 内 积 空 间 X 中 向 量 x 关 于 就 范 正 交 系 必 的 富里 叶 系 
数 ， 实 际 上 是 数学 分 析 中 富里 叶 系 数 概 念 的 推广 。 

十 面 讨论 富里 叶 系数 的 性 质 ， 

引 理 1 设 人 是 内 积 空间 ， 邓 是 飞 中 就 范 正 交 系 ， 任 取 
M 中 有 限 个 向 量 e, ,es,…,e, 那 末 成 立 


(1) 1x- > x,ei> ei := xl? 
-之 | 《Xei》 |* 宇 0 
(C2) x- Daieil>lx~- D> lx,ei> eil 
1:=1 i=1 


多 其 中 ai yas，…a 为 任意 x2 个 数 。 
[证 明 ] 因为 对 任意 ?个 数 cl,asz，… an 有 


x~ > aieill:= (x— Saieisx~ 了 aiei7> 
i=1 i=1 i=1 


= 《xxX》 — 《Daieisx) 
i=1 


— xs Daie) + (Daieis Soi0i) 
i=1 


i=1 i=1 
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= xz *—2R. Do (x ei) 


+ 之 |c 


令 ai= 《xX,8;》 ,f= 1,2,… ,7 代入 上 式 基 得 (1), 勇 一 方 
面 由 上 式 及 结论 (1 》， 我 们 又 有 


上 x - Daies | “一 |x- > 《XyEi7 Bi i 2 
i=1 f=1 


= Flat- (xsei》 |:>0 
i=1 


由 此 知 〈《2 ) 成 立 。 [证 毕 ] 
从 引 理 1 中 (2 ) 的 证 明 中 ， 可 以 看 出 在 《2 ) 中 仅 当 
Qi = 《Xer> i= 1,2,.… 


时 等 号 才 成 立 ， 其 次 还 可 以 看 出 ， 车 用 e1,es，…,e ,的 线性 
组 合 允 近 x， 则 取 0;= 《x,e:》， i=1,2，…s,n 时 过 近 为 最 
佳 。 

定理 1 〈( 贝 塞 不 等 式 ) 设 {e:} 是 内 积 空间 六 中 的 有 
限 或 可 列 就 范 正 交 系 ， 那 未 对 每 个 x E 撩 ， 成 立 不 等 式 


之 | (x, ei) [<lxl? (5.18) 


[证 明 ] 如 朵 {ei } 中 只 有 有 有限 个 向 量 , 则 结论 由 引 理 1 
的 (1) 立 即 可 得 ， 当 { es } 可 列 时 ， 只 要 在 引 理 的 (1) 中 令 
nn 一 co， 即 得 《5°18 ) 式 。 ] 证 毕 ] 
如 果 贝 塞 不 等 式 中 等 导 成 立 ， 则 称 此 等 式 为 巴塞 伐 尔 等 
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式 。 
引 理 2 设 {e, } 为 希 尔 伯 特 空间 中 可 列 就 范 正 交 系 ， 
那 末 成 立 ， 


(1 ) 级 数 半 w,ei 收 敛 的 充 要 条 件 为 级 数 立 |x, |? 收 
伍 ; 
《2) 浒 x = Saiei , 则 oi- 《xyei>y 1=1,2,…， 故 


X= 也 x, €1) ei 


i=1 


(3 ) 对 任何 xEX， 级 数 立 《xzvei》ei 收 伍 。 


[证 明 3 (1) 设 S，,= D> oies, 6,= > lo; |, 
i=1 i=1 


由 于 { e; } 为 就 范 正 交 系 ， 所 以 任何 自 然 数 只 和 ?2 ?> 地 成 
立 


| 9 一 ov := 中 Ge+1les+1l1 十 Qa+26e+2 十 … 寺 Oneen ] 
= 之 lc;|2=a-a。 
了 四 狂 十 工 


所 以 {SS,} 是 革 中 架 西 点 列 的 充 要 条 件 为 {0，} 是 哥 西点 
列 ， 由 广 和 数 域 的 完备 性 ， 知 (1) 成立 。 
CC 已 证 过 。 


(3 ) 由 贝 塞 不 等 式 , 知 级 数 宇 | (x,e;》|: 
i 1 


收 伍 ， 由 (11) 及 ( 2 ) ， 知 级 数 之 《xyeiy ee 收敛。 
[证 毕 ] 
推论 1  ” 设 {e;} 是 六 中 可 列 就 范 正 交 系 ， 则 对 任何 x 
€X, 


lim (x,e.> =0 
n> 


[证 明 ] 由 引 理 1， 对 任何 x EX， 级 数 
S |e) <lxl? 
收 化， 所 以 一 般 项 《xz ,e.》 一 0 (Tco ) [证 毕 ) 
当头 为 LC0,2 x ])，M 为 三 角 函 数 系 上 时， 推论 1 即 为 
黎 曼 一 一 勒 贝 格 定理 ， 我 们 的 兴趣 在 于 什么 时 候 向 量 % 可 以 
写成 富里 叶 系数 所 作 的 级 数 


加 


> X01) e 


的 和 。 为 此 ， 首 先 引入 完备 就 范 正 交 系 的 概念 。 
定义 4 设 {es } 是 内 积 空间 X 中 的 就 范 正 交 系 ,如 果 对 
任何 xE XX 成 立 巴塞 伐 尔 等 式 


1 xz= > | ,es> | (5.19) 


则 称 正 交 系 {e: } 是 完备 的 (或 称 为 封闭 的 , 故 巴塞 伐 尔 等 式 
也 称 为 封闭 方程 )。 
定理 2 ”内 积 空间 XX 的 就 范 正 交 系 { et } 是 完备 的 充 要 


条 件 为 对 任何 x EX,x= 《x,et》 et 
?zs 
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5 证明] 必要 人 性: 令 ax = 《xyet> ， 对 任何 ”有 ，: 
| x 一 5 aes) = xl?— <x, > Qer> 
k=1 
— 《DD aretyx》 + > larl? 
k=1 k=1 


lz- 之 lot 一 之 ja 


十 [orl? 


k=1 


x): DT lall: 一 >0(Cnco) 


此 即 X= > 《x ,ei> ei 成立 。 


充分 性 : 因为 
1x 和 一 之 larl?= xl ?~ > lasl?. 


n 四 
- > cs 上 + > lorl’. 
E=1 w=1 


= x- 5 aret| :0 (n>0%) 
此 即 x?*= > lol:= B | Cer) | 
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定义 5 ” 设 {“ } 是 内 积 空 间 X 中 的 就 范 正 交 系 ,对 x 6 
XX， 形式 级 数 ” 之 。 《x,es》ei,( 不 管 它 是 否 收 化) 称 为 向 


量 x 关 于 { e? } 的 富里 叶 级 数 ,或 称 富里 叶 展开 式 ， 当 x= 
之 。 《%s04) er 成 立时 ， 就 称 x 关于 { et } 可 以 展开 成 富 


里 叶 级 数 。 
不 难 明 白 ， 当 x 关于 { ei } 可 以 展开 成 富里 叶 级 数 时 ， 


展开 式 x= 之。 《x,e1》ei 的 几何 意义 就 是 向 量 x 等 于 它 


在 {e:}》 的 每 一 个 方向 的 分 量 之 和 。 
下 面 介 绍 正 交 系 的 完全 性 以 及 它 与 完备 性 的 关系 。 
定义 6 设 必 是 内 积 空间 关中 的 就 范 正 交 系 ， 如 果 


M ={0} 
则 称 履 是 了 中 的 完全 就 范 正 交 系 。 

由 定义 可 知 ， 衣 是 完 金 的 ， 就 是 在 关中 不 存在 与 放 正 交 
的 非 零 向 量 。 因 此 ， 它 的 意思 就 是 正 交 系 到 已 经 不 能 再 扩大 
了 ， 即 用 是 关中 最 大 的 就 范 正 交 系 。 我 们 也 可 雇用 巴塞 伐 尔 
等 式 来 检验 就 范 正 交 系 的 完全 性 。 

定理 3 放 是 项 尔 他 竺 空间 中 完全 就 学 正 交 系 的 充 要 条 
件 为 对 所 有 x E 大 成立 巴 塞 伐 尔 等 式 。 

[证明 ] 充分 性 ， 设 巴塞 伐 尔 等 式 对 所 有 x EX 成 立 ， 
著 开 不 完全 ,由 定义 4, 存 在 xe 失 0，xo 上 于， 所 以 对 任何 eE 
MM， 有 《xo,e》 = 0。 由 于 对 该 点 x。 成 立 巴 塞 伐 尔 等 式 
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he = Sl eo on) 1 


所 以 上 x 上 =0， 即 x。o= 0， 这 与 xo 圭 0 耶 盾 。 

必要 性 : 设 覆 是 外 中 完全 就 范 正 交 系 ， 对 任 何 x EX， 
设 其 非 零 富里 时 系数 为 X01) , k=1,2,.» 由 引 理 2， 
级 数 


5 《X ，ei7》 Bi 
收敛 ， 设 其 和 为 了 ， 则 对 任何 自然 数 i， 有 


人 一 yei》= lx,ei) -DD (xyer》 (ej,ei) 


j=1 


= 《Xei》 一 《x,ei:> =0 


又 对 M 中 一 切 使 《x,ey = 0 的 向 量 e， 有 


人 一 ye》 = xse) -DY (xe 《eyey =0 


因此 ,> 一 yyLM， 由 训 的 完全 性 ,得 到 x 一 y= 0， 即 x = y， 
所 以 . 


XX 二 5 《Xs €;)> ei 
j=1 
由 此 得 到 


xl*= 之 | x, ey 下 
/=1 


即 ”巴塞 伐 尔 等 式 成 立 。 5 证 毕 ] 
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完全 就 范 正 交 系 时 ， 邢 中 每 个 向 量 都 x 可 以 展 成 级 数 
X= > 《xX,e2;) e) (5。20 ) 
j=1 


显然 ,(5*20) 式 为 向 量 x 关 于 就 范 正 交 系 必 的 富里 叶 展 开 式 。 

推论 2〈 斯 切 克 洛 夫 (CrexAoa ) 定理 ) 设 MM 是 希 
尔 伯 特 空间 中 就 范 正 交 系 , 若 巴塞 伐 尔 等 式 在 式 的 某 个 稠 密 
子 集 N 上 成 立 ， 则 MM 完全 。 

[证 明 ] 设 玉 = spanM 则 EE 是 革 中 闭 线性 子 空 间 ， 因 在 
NN 上 巴塞 伐 尔 等 式 成 立 ， 由 定理 2 易 知 对 入 中 每 个 疝 量 x， 都 
成 立 

X= D> 《X21) ei 

所 以 x EE， 因 而 NCE， 由 于 瑟 是 闭 线性 子 空间 ， 故 有 
NCE， 但 因 N= 针 ， 所 以 E=X， 即 MM 是 了 X 中 完全 就 范 
正 交 系 。 [证 毕 ] 

利用 推论 2 可 以 证 明 例 2 中 三 角 函 数 系 是 工 :50,2x] 中 ， 
完全 就 范 正 交 系 。 所 以 对 任何 EL:[50,2x1,f(x) 都 可 展开 
成 富里 叶 级 数 


f(x)=ao+ DD arcoskx + brsinkx ) 
k=1 


其 中 等 号 右 端 级 数 是 指 在 二 [0，2r] 中 平方 均 收 伍 。co ,cey 
2 分 别 为 例 3 中 关于 三 角 函 数 系 的 富里 叶 系 数 。 

由 上 记述 ， 可 见 完全 就 范 正 交 系 是 研究 希 尔 伯 特 空间 的 
重要 工具 。 那 么 是 否 每 个 非 零 希 尔 伯 特 空间 都 有 完全 就 范 正 
交 系 ， 以 及 如 何 去 得 到 完全 就 范 正 交 系 ? 为 此 ， 首 先 介绍 一 
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般 的 格拉 姆 - 许 密 特 (Gram-Sch midt) 正 交 化 过 程 。 

引 理 3 设 {x,,x，，,…} 是 内 积 空间 关中 有 限 或 可 列 个 
线性 无 关 癌 量 ， 那 末 必 有 关中 就 范 正 交 系 { e162 } ， 使 
对 任何 正 整数 x 有 


span {e€1,62,'"3E6s} = Span{ x Xs, ,X,} 


、 光 1 一 
【证明 ] 令 el = 可 则 el =1， 且 


span{ter}=span{fxi) 
令 us=xys- (Xeli》 el， 因 xi ， xz 线性 无 
关 ， 所 以 vs0,， 且 v, Lei 


令 ez= TT 则 e, Leli， 显 然 


span {e1, ex:}=sSpan{txi Xx,} 
恢 此 法 继续 下 去 ， 如 果 已 作 了 ei，e,。，…e,-!:， 其 中 
eisll=1, 5=1 2，… 1 一 1， 并 且 两 两 正 交 ， 满足 
span {el，ez，… er-1} = span { Xl, xz， …， 


Li 


Xo-1}， 则 令 vn= Xn 一 > 《xX ，ery et 由 xiyXs，…X， 
=1 


线性 无 关 知 "0 令 en= 了 全 人， 则 je = 1， 


且 e。 -Lei，i= 1, 2 一 1， 又 显然 满足 spantlel es， 

esj=spanfxixy…x 这 样 一 直下 去 ， 好 可 

得 到 所 要 求 的 就 范 正 交 系 。 5 证 毕 ] 
引 理 3 的 证 明 过 程 称 为 格拉 姆 - 许 密 特 正 交 化 过 程 。 


LS 


容易 明白 之 《x,，e@i> ei 是 疝 量 x ,在 空间 span {xi，xs 
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…，X%X。-1 上 的 投影 。 

现在 我 们 可 以 回答 上 上面 提 出 的 问题 ， 每 个 非 零 希 尔 伯 特 
空间 必 有 完全 就 范 正 交 系 。 

定理 4 ”每 个 非 零 希 尔 伯 特 空间 必 有 完全 就 范 正 交 系 。 

5 证明] 只 对 可 分 的 情况 证 明 , 设 XX 为 可 分 和 着 尔 伯 特 空 
间 , 则 存在 有 限 或 可 列 个 向 量 {x; } ,使 span {x;} = 六 ,不 
妨 设 { x; } 为 了 中 的 线性 元 关子 集 ， 否 风 取 {x;} 中 的 线 
性 无 关子 集 ， 由 引 理 3 ， 存 在 有 限 或 可 列 个 就 范 正 交 系 
{ei } ， 使 对 任何 自然 数 ?， 成 立 

span { e102,°" 0a =Span{XiyXZa，…X。 

所 以 ， 由 { e; } 张 成 的 线性 空间 包含 {x;} ， 因 此 ， 
span{e:} Cspan{xi} =X， 即 {e; 是 与 中 完全 就 
范 正 交 系 。 

例 4 ” 设 志 :5[0,2r 是 [0,2r] 上 平方 ZL 可 积 复 值 函数 空 
间 ， 令 


中 。(x)= -er (= 0, 士 1, 士 2,…) (5.21) 
区 


2x 1 m=n 
风 《Pn， pn》 = { vcrc0ds de | 
| 0 0 mn 
因此 ;{ 中 。 } 是 正 交 就 范 系 , 且 可 以 证 明 { qm } 是 完全 就 范 
正 交 系 。 当 元 *[0，2r] 是 实 值 平方 可 积 函 数 空 间 时 ， 就 是 
例 2 中 的 三 角 函 数 系 ， 它 也 是 完全 就 范 正 交 系 。 


例 5 ” 设 L,(x)= 位 CDIC nln-1).(h+1) 
k=0 
. , 
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称 志 2(x ) 为 拉 格 朗 日 多 项 式 ， 可 以 证 明 


x 
mn(X)= a LL, (x ) (n=0,2,1,.) (5.22) 


是 空间 L*10, + oo) 的 一 个 完全 就 范 正 交 系 。 


例 6 设 Hatx)= (一 1)"e* 是- -* ) ， 称 鼠 ,(x ) 


为 哈密 顿 多 项 式 ， 可 以 证 明 


2 
P(x)= (2n Mx ei H(x) (5.23) 
(n=0,1,2,..) 是 空间 《 -%， +co ) 的 一 个 完全 就 范 
正 交 系 。 


d” 2 
例 7 设 书 ， (X ) 三 一 一 也 ny (人 一 1,)( 称 已 (x ) 为 


各 让 得 多 项 式 ， 可 以 证 明 


9 V/ 2 Pr) (n=0,1,2,.) 


是 空间 LC -1,1J 的 一 个 完全 就 范 正 交 系 。 
为 了 研究 希 尔 伯 特 空间 及 其 上 的 线性 算 子 ， 把 一 个 抽象 
的 希 尔 伯 特 空 间 丧 示 成 一 个 具体 的 希 尔 伯 特 空间 是 有 好 处 的 
定义 5 设 X 和 天 是 两 个 内 积 空间 ， 若 存在 X 到 XX 上 的 
映射 ， 使 对 任何 Xx,yE 芒 及 数 a ,8 满足 
T(ax+ By)=aTx+B8 Ty (5.24) 
《Tx ,Ty = (x,y> 四 
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则 称 X 和 等 同 构 ， 并 称 工 为 到 六 上 的 问 构 映 射 。 
定理 5 ”两 个 希 尔 伯 特 空间 蕊 与 忆 同 构 的 充 要 条 件 是 和 . 
与 禄 具有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 。 
[证 明 ] 车 全 与 半 同 构 ， 工 为 X 到 XX 上 的 同 构 映射 ， 由 
(5.24 ) 易 知 工 将 天 中 完全 就 范 正 交 系 映射 成 过 中 完全 就 范 正 


交 系 ， 并 且 工 是 一 对 一 的 ， 所 以 X 与 奈 具有 相同 的 希 尔 伯 特 
维 数 。 


反之 ,车 XX 与 禄 的 希 尔 伯 特 维 数 相同 ,不 妨 设 XX {0} ， 
否则 结论 是 平凡 的 。 设 对 和 大 分 别 是 下 和 六 中 完全 就 范 正 交 
系 , 并 由 假设 知 玫 和 对 具有 相同 的 基数 ,所 以 可 将 允 与 对 分 别 


写成 = { ei,kEj} ，M= {6 ih, Ej} ,其 中 j 为 与 和 让 
等 基数 的 指标 集 ,由 定理 2 及 (5.20 ) 式 , 对 任何 xE 克 及 X E 
有 区， 


yxY= 之 《X ye》 Ls X= > (x , Ci» ‘es 
Eke) ke] 
并 且 之 | ber) 11= zl:<%, Dl Cr er 1? 
= 上 |:<e0。 设 *= 亿 《xser》 eis 令 Tx= 加 (el 


i， 由 引 理 2，Tx E 入 ， 且 对 天 中 任何 两 个 向 量 ， 
一 200 一 


X= > 《Xs ei1> ei 
a€] 


= > 《y, e641> el 
aef 


成 立 
CTx ,Ty = CB x, et) et, 了 (y, es) er) 
是 上 了 二 < 了 
三 > 《Xet》 LV, eu> 二 x, > 
el:. - ， 
“4 “为 过 中 任何 向 最 ， 令 一 
本 人 z*，ety er， 由 引 理 2 知 xEV， 显 然 Qx = x ， 即 T 
了 
是 到 仿 上 的 路 射 ， 易 知 工 也 是 保持 线性 运算 不 点 ， 所 以 工 办 
YX 到 XY 上 同 构 映射 ， 即 六 与 半 同 构 。 < 证 毕 ] 


对 于 可 分 希 尔 伯 特 空间 ， 和 由 定理 3 并 利 遇 和 烙 拉 姆 - 许 密 特 
方法， 可 得 下 面 的 推论 。 
推论 3 任何 可 分 希 尔 伯 特 空间 必 和 某 个 R" 或 六 同 构 


85.4 送 尔 伯 转 空间 的 自 共 新 性 


希 尔 伯 特 空间 的 自 共 轿 性 是 希 尔 伯 特 空间 另 一 个 重要 性 
质 ， 它 在 希 尔 伯 特 空间 与 其 上 线性 算 子 理论 研究 中 起 着 重要 
作用 。 本 节 首 先 给 出 希 尔 伯 特 空间 上 连续 线性 泛 函 的 一 般 表 
示 有 形式 ， 指 出 希 尔 伯 特 空间 具有 重要 的 自 共 纯 性 。 

与 一 般 的 巴 拿 赫 空间 一 祥 ， 希 尔 伯 特 空间 也 有 共 堪 空 
间 ， 由 于 希 尔 伯 特 空间 是 特殊 的 有 内 积 的 完备 空间 ， 以 致 其 
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上 的 连续 线性 泛 函 有 丁 分 简单 的 表示 形式 。 
设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ， 对 任意 固定 的 YEX 


fy(x)= 《xyy》 XX . 《5。25 》 
易 知 f ,是 上 的 线性 泛 函 ， 且 因 ， 对 任意 x EX 有 
IfyCx)|=| x,y [eHxl yi 
知 fy 上 yi 


也 即 fy€X*，f ,是 X 上 的 连续 线性 泛 函 ， 其 中 XX* 表 示 半 
上 线性 连续 泛 函 所 成 的 巴 拿 替 空 间 ， 并 且 又 由 
1 CI= Cy, = 下 7 和 上下 和 了 

知 fy a fl | 
也 即 fy = yl 《5.26)》， 

这 就 表明 ， 任 意 y€X， 由 内 积 《5*25) 表 示 疼 上 的 一 个 - 
连续 线性 泛 函 /,， 且 其 范 数 与 向 量 y 的 范 数 是 相等 的 。 

我 们 可 以 证 明 ， 对 希 尔 伯 特 空间 来 说 ， 其 北 命 题 也 成 : 
立 ， 也 即 有 如 下 重要 定理 。 

定理 1 ( 效 斯 Riesz 吉 示 定 理 ) 设 式 是 希 亦 伯 特 空间 ,/ 是: 
慰 上 线性 连续 泛 函 ， 那 么 存在 唯一 的 z 和 式 , 村 对 每 个 x EE 义 ，. 


有 
f(x)= 《xz》 《5。27 


并 且 和 zl = zll 

证明] 若 / = 0, 则 令 z= 0, 结 论 自然 成 立 。 若 f = 0， 
令 入 (了 ) 为 1 的 零 空间 ， 由 《5.27 ) 可 知 ， 如 果 这 样 :的 z 存 : 
在 ， 那 么 必 有 2EN(f)*”。 因 f/f 二 0, 所 以 N(f) 二 了 ,又 因 
/是 上 线性 连续 泛 画 ， 由 $4.6 定 理 2 知 NN(f) 为 XX 的 闭 子 
空间 所 以 完备 ， 由 投影 定理 ，N(CF) 一 10)} 设 z 赤 0CGN， 


CA’ ， 对 任何 x € 六， 令 v= f(x Xe -f(z0)x, 
则 fv)= fx)f (80) fzo fr)=0 
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即 vEN(f)， 所 以 
0= 《0 过 0 7 三 <f (x)20 — f(z20)x, 20> 
由 于 《2zoy 之 ,> 三 lz, | ?30, 斯 以 


f(zo = fz0) 
f(x) = zo 入 -《xX，zo》 = 《2， 2z “207 


令 了 = 入 则 f(x)= 《x，2) 


这 就 证 明了 ， 任 一 连续 线性 泛 函 /EX*， 都 有 相应 的 向 
量 2€E XX， 使 (x ) 能 表示 为 x 与 2 的 内 积 。 下 面 再 证 z 是 由 f 唯 
一 确定 的 。 

若 男 有 z, € 羡 , 使 对 任何 x EX, 成立 1 (x)= 《x，zi》， 
那么 《x，z 一 z1〉=0， 特 取 x=z-zi，。 则 上 2- zi 有 ?= 
《2—2i, 2—2.> = 0, 所 以 z= 2,， 这 就 证 明了 唯一 住 ， 又 
由 前 面 开头 的 讨论 知 有 


人 = zl [ 毕 证 了 
推论 1 设 X 为 希 尔 伯 特 空间 ， 令 Ty= fy， 其 中 
fy(%)= (xX, XxXEX 


则 (1) T 是 XX 到 X* 上 “ 共 二 ) 线性 算 子 ， 
《2) 工 是 外 到 XX* 上 的 仿 i 算 子 。 | 
[证 明 ] (1 ) 容易 看 出 ， 对 任何 x，y EE 六 及 任何 数 &， 
6 成 立 _ _ 
下 (ax+8y)= QTx+ PTy (5。28h) 
事实 上 ， 对 任何 z€X 有 
(axthy) (2z) = (2, ax+ 6 y) 
=a (2z, XxX》 + 8 《z， yy》> 
= 0 Tx (2) + HTy(z) 
Ws 一 


= (Qa Tx+ BTy)(z) 
所以 〈5.27 ) 式 成 立 。 这 就 证 明了 推论 中 的 (1) 。 
(2 ) 由 定理 1 知 〗 Ty = yi， 因此 TT 是 等 距 的 算 
子 ， 即 工 是 了 到 X* 上 的 等 距 算 了 。 [证 毕 ) 
通常 称 此 算 子 TT， 一 X* 为 黎 斯 映射 。 
推论 告诉 我 们 ， 希 尔 伯 特 空间 六 与 它 的 共 轿 空间 是 共 弱 同 构 
的 ， 等 距 的 ， 简 称 为 等 中 ( 共 轩 ) 同 构 的 。 因 此 可 视 它们 是 


同一 空 9 
E 间 。， 记 作为 这 ye 


因而 希 尔 伯 特 空间 是 自 共 胃 空 间 ， 当 然 。 对 复数 空间 市 言 这 

里 的 同 构 与 上 一 章 的 同 构 意 义 上 不 同 ， 但 对 实 空间 负 言 ， 这 

里 的 同 构 与 上 一 章 的 同 构 意 义 上 是 一 样 的 。 这 是 因为 
fax)=a kxsu = af, OID 


故 feos=afss BB TaD= aTy 0 
即 数 a 及 u EX， 把 "v 闹 为 泛 画 时 ， 让 上 的 信和 2 在 
点 的 x 值 乘 以 wx 。 

所 以 ， 空 间 ，L:Cas6],R",，C* 都 是 自 共 d 空间， 


ye 不 能 把 自 共 轿 空 : 间 理 解 为 希 尔 特 特 空间 的 同 义 

语 ， 事 实 上 ， 这 是 两 个 不 同 的 概念 ， 并 且 确 实 有 自 共 < 斩 空 
间 ， 它 并 不 是 希 尔 伯 特 空间 ,另外 ， X* 中 元 素 及 内 积 未 必 都 
与 入 中 的 元 素 及 内 积 完 全 一 致 ， 上 只 不 过 是 从 等 距 〈 共 恩 ) 同 
构 的 意义 下 它们 是 相同 的 。 


§5°.5 着 尔 伯 竺 空间 的 你 随 算 于 《( 共 寺 算 于 ) 


上 一 章 我 们 讨论 过 定义 在 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 的 共 驾 
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算 子 。 在 希 尔 伯 特 空间 中 共生 算 子 有 更 深刻 的 重要 意义 ， 它 
导致 了 一 系列 在 线性 算 子 理论 中 起 着 重要 作用 的 其 它 基本 概 
念 。 

定理 1 ” 设 久 和 Y 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 ，A € 8 《XX 一 
了) ， 那 么 存在 唯一 的 A*EB (YY 一) ， 使 对 任意 xE XX 
及 yEY， 成 立 

《Ax,y> = (x,A*y) (5。29 ) 

并 且 1A*l=|1 AI。 

[证 明 ) 对 任意 yYE€Y, 仿 

f(x)= Ax,y) XEX 

由 于 AEB(X—>Y )， 易 知 f ,是 XX 上 线性 泛 函 ， 并 且 由 
许 瓦 兹 不 等 式 

[fy (x)|=| CAx,y> |= AxI lyl lA . 
xl yl , x€EX, 
即 f,€X*, 并 和 且 |f ,| 志 上 上 Al 中 y1 由 黎 斯 表示 定理 ， 存 : 
在 唯一 :=€ 评 ， 使 对 任何 XE€ 义 ， 成 立 

Ax,y> = fy(x)= (x,2> 

并 且 上 | = zl ， 令 A*y=z， 则 < Ax,y = (x, A* 
y .>。 

下 面 证 A*€ BC(Y 一 XX )， 事 实 上 ， 对 任何 y,z2 EY 及 
数 9, 6 ， 因 为 当 xE 失 时 ， 成 立 

《Ax,ay+ Bz > = a 《< Ax,y>+ pu Ax,> > 


=a (Cx,A*y) + BOCx,A*-) 
=《(x,aA*+yt+ BA*z> 
所 以 A*Cay+ Bz)=aA*y+ 6 A*z， 即 A* 是 线性 算 子 ， 
又 由 A* 定 义 ， 对 任何 YE€Y,， 有 | 上 A*+y| = 外 < 
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让 Ai 人 > 站 因此 A*EB(F 一 全 )， 且 1A* 站 委 二 全 1 ， 
另 一 方面 ， 在 (5.29 ) 中 令 y= Ax， 则 有 
Ax ?= Cx, At*Ax ><Hx| A*AxI < 
Hx A*I Ax] 
因此 当 Ax 夺 0 时 成 立 
外 Ax | A*I | x] (5.30) 
当 Ax=0 时 ，(5.30) 式 有 自然 成 立 ， 因 而 上 A 志 上 A*||， 
这 就 证 明了 AH = A*|| 。 又 车 男 有 算 子 BEB(T 了 一 
Xx ) ， 使 对 任何 x E 半 , y EY 成 立 
《< Ax,y»y)= (<x,By> 
则 《<x，(B~- A*)y》=0, 令 x=(B-A*)y, 风 1 (B 一 
A*) yy 上 =0， 即 By= A*y， 因 此 B= A*。 [证 毕 ) 
定义 1 ” 设 A 是 首尔 伯 特 空间 拭 到 和 希 尔 伯 特 空间 了 中 的 
线性 有 界 算 子 ， 则 称 定理 1 中 的 算 子 A* 为 A 的 希 尔 伯 特 伴 随 
算 子 〈 或 希 尔 伯 特 共 辆 算 子 ) ， 或 简称 为 共 恩 算 子 。 
关于 共 轿 算 子 有 以 下 基本 性 质 ; 
1° (A+B)*- A*+B* 


2° (aA)*=oA* 

3° (CA*)*=A 

4 A*A]=JAA*j =]AN? 

特别 ”A*A = 0 等 价 于 A=0 

5°% X=YH, (AB)*=B*A* 

例 1 设 C "是 2 维 复 内 积 空间 ， elyey,…6, 是 和 "的 就 范 
正 交 基 。 设 A 是 C "到 C "的 线 柱 有 界 算 子 。 由 于 el，ey，…， 
-2。 是 C "的 基 *A 是 线性 算 子 ,所 以 Ae; (i= 1,2,…，w) 的 值 
决定 了 算 子 A。 如 果 


Aej= > aiyei 《5。31) 
ji = 芋 


当 XEC", y= Axyy 用 elyes，…e 表示 时 ， 邯 


由 《5.31 ) 式 就 得 到 


n LL 
y= Dyie,= Ax=- Px/Ae) 
i=1 f=1 
nn # 
= > D> Xjaije: 
j=1 :=1 


n Li 
= > Daijxes 


i=1 j=1 
雍 较 系数 即 得 
= Faix) 
f=1 
' 由 上 所 述 ,. c" 中 线性 算 子 A 由 矩阵 (ai ) ,x 所 决定。 而 
_ 任何 m7 个 数 ai ,由 《5*31 ) 式 决定 了 一 个 线性 算 子 A， 我 们 
把 " 界 方 阵 〈a;， ) 称 为 线性 算 子 A 在 就 范 正 交 系 下 的 表示 
, 阵 。 由 《 5:31) 式 知 
aij= 《Ae,, ei: > 
容易 知道 ,, 在 取 定 的 就 范 正 交 基 下 ， 线 性 算 子 A 与 它 的 
-表示 阵 〈 ciy ) 之 间 的 这 种 对 应 关系 是 算 子 与 ? 阶 方 阵 之 间 
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的 一 一 对 应 。 

如 果 A= (aij) ,x 那么 aij= 《Aej, e;: 》， 
于 是 

《Arej el》=《eiy Arej )= (Aei, ef = Ci 
因 些 A* 的 表示 阵 ( av，) 就 是 A 的 天 示 阵 (aiy ) 的 共 轿 阵 
〈 即 先 了 歌 转 置 阵 ， 再 对 每 个 元 素 取 复 共 斩 ) 

例 2 设 志 [oa,0 空 间 ，A 是 弗 雷 德 堆 蒙 Fredholm 型 
积分 算 子 


Ax (i) -| Ritsyx(s)ds，x(s)ELzra,b (5.32) 


其 中 K(1， >) 是 抵 形 尺 ，[a，b9 x [a，6b) 上 语 测 函数 ， 而 
且 | 开 (5 5s)|: 在 R 上 可 积 ， A 是 LCa,6) 上 的 线 性 有 界 算 
子 。 | 

现在 我 们 证 明 由 下 式 定义 的 算 子 A* 是 A 的 共 轿 算 子 : 

ArxzGD= | Kl(s,t)x(s)ds, x(s)EL’Ca,b) (5.33) 
由 于 式 (s， 四 在 R 上 是 可 测 而 且 绝 对 值 平方 可 积 ， 因 此 ， 由 
(5"33) 式 定义 的 算 子 A* 是 线性 有 界 算 子 。 要 证 明 它 确 是 A 
的 共 辑 算 子 ， 只 要 证 明 (5.29) 式 成 立 就 可 以 了 ,就 是 要 证 明 
对 任何 x，w EL:Ca,b]， 成 立 《< Ax,y)= 《x,A*y》。 对 
于 x， yEL’ Ca,bi, X=% (1) ， y= y(s),，, 那 末 显 然 
函数 x (f) y(s) 在 丸 上 是 绝对 平方 可 积 的 ， 由 富 比 尼 
定理 (84.。3) 


# 


i 四 四 1 
(xX,A*y= f «ew f K(s,t) y(s)dsdt 
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[3 » 
-人 Ko(s,t)x(t)yy(s)dsdt 


$s 
-| | Kt,s)x(s)y(t)dsdt 


= CC AX,Y> 
所 以 由 (5'33) 定 义 的 算 子 A* 是 4 的 共 统 算 子 。 

由 例 1 我 们 看 到 ， 共 纺 算 子 是 共 白 矩阵 概念 的 推广 ， 它 
具有 许多 与 共 轿 矩阵 相 类 似 的 性 质 。 参 看 84.8。 

在 矩阵 理论 中 ， 我 们 已 经 研究 过 埃 尔 米 特 阵 ， 西 算 和 正 
常 阵 。 下 面 我 们 在 希 尔 伯 特 空间 中 建立 起 相应 和 的 自 伴 算 子 、 
西 算 子 和 正常 算 子 的 概念 。 

定义 2 ” 设 工 为 希 尔 伯 特 空间 民 到 式 中 的 线性 算 子 ， 车 
T= T*， 则 称 工 为 义 上 的 自 伴 算 子 ， 若 TT#= T+#T ， 则 
称 T 为 X 上 正常 算 于 ， 著 TT 是 关 到 关上 的 一 对 一 的 映 射 ， 有 
T*= 个， 则 称 工 为 上 的 西 算 子 。 

当 工 是 自 伴 算 子 时 ， 由 了 * 的 定义 ， 对 一 切 x，yE 式 成 


立 
< Tx, y= 《x, Ty (5。34》 

显然 自 伴 算 子 必 为 正常 算 子 。 又 由 西 算 子 定义 ， 成 立 
T*T= 人 TT*=I (5.35» 


其 中 1 为 上 恒 等 算 子 ， 反之， 车 (5-35) 成 立 ， 则 工 为 
读 上 西 算 于 。 由 (5.35) 式 知 西 算 子 必 为 正常 算 子 ,正常 算 子 
不 一 定 是 酉 算 子 或 自 伴 算 子 。 

例如 T=2I ， 则 T*= 一 22I ， 所 以 T 人工 *= 
T*T =4I， 即 工 是 正常 算 子 ， 但 显然 开 不 是 自 伴 算 子 和 荐 
算 子 。 机 
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例 3 在 例 ! 中 " 阶 矩 阵 ， A= (ci ) 为 C* 到 C* 中 


的 线性 算 子 , 则 A 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 As = (ci;) 。 也 即 
A 的 共 轿 转 置 和 矩阵 。 显 然 A 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 为 giy 


一 Cjio 
例 4 ” 设 六 为 希 尔 伯 特 空间 ,A 为 到 计 中 的 线性 算 子 ， 
对 任意 x E 革 有 Ax = 和 xX( 入 是 常数 》 
对 于 任意 xs*zE 人 < 


《Au,sv) = Nu,v> = 《tt Xv) = (uu,A*vu) 
因此 ，A*wu = Xu。 


所 以 ，A 是 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 = 入 ， 即 和 是 实数 。 
下 面 我 们 给 出 判定 自 伴 算 子 的 几 个 定理 。 
定理 2 设 芽 为 希 尔 伯 特 空间 六 上 线性 有 界 算 子 ， 则 工 
为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 为 对 一 切 x EX ，《Tx,x》〉 是 实数 。 
5 证明 3 车 TT 为 自 伴 算 子 ， 则 对 所 有 x EX， 有 
《TX, %) = (lx,Tx) = (Tx,x) 
罗 此 《Tx,x》〉 是 实数 。 
反之 ， 如 果 对 所 有 x EX 关 ， 《Tx,x》 皆 为 实数 ， 则 
(Tx,x》 = 《x,Tx》， 通 过 直接 验算 有 


TX,Y) = 十 [ 《T(x+y),xX+y - T(x 


—y), x—-»>] + 《T(x.+i1y)sX+ ?iy> 


— 《TT (CR-iy) ,xX—iyy] 
再 由 《人 TICxXx+y)，x+2y = (C(xt+ty), T(x+y)y 
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CTx sy) = (CxIyIITCX+Y) -LCx- 


yy,T(x-»y)>) 
+ CCxtiy), Tlx+iy) .= 《人 


xX-—iy), T(x-iy)»] = 《x,Ty> 
故 荆 为 自 伴 算 子 。 5 证 毕 ] 
至 于 自 伴 算 子 的 这 算 ， 由 定义 立即 可 知 ， 若 T :和 T :是 
扼 上 两 个 自 伴 算 子 。 则 Ti+T:，Ti-T，* 仍 为 怀 上 自 伴 算 
子 ， 关 于 乘法 有 下 面 的 .定理 。 
定理 5 设 T ,和 工 ; 是 希 尔 伯 特 空间 XX 上 两 个 自 伴 算 子 ， 


” 则 TT1 工 ; 自 伴 的 充 要 条 件 是 TT:，= 开 ;TT 1。 


5 证 明 ] 出 共 应 算 子 的 性 质 (T iT，: *=T2a*T1*=T, 
。 工 1， 所 以 T,,T, 自 伴 的 充 要 条 件 为 TITs= 工 ,TT1。 

定理 4 设 工 为 希 尔 伯 特 空间 天上 的 线性 有 界 算 子 , 则 工 
为 正常 算 子 的 充 要 条 件 为 对 任何 x EX， 成 立 1Tex | = 
JTx}。 

5 证 明 ] 必要 性 ;车 T*T= 荆 荆 *, 则 对 任何 x*E 了 XY 成立 

I T*x ?= <T*x,T*x> = 《<TT*Xx,Xx> = 
《<T*Tx, xX) 

= 《Tx, Tx> = Tx1? 

所 以 上 Tsxf= 1 Tx 

充分 性 ， 若 对 任何 xE 和 ,成立 1Trx1= 1Tx1， 
蔬 

‘(CT*T-TT*)X,x = 《T*Tx, Xx) - (TT* 
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x,x> = Tx|1:-1T*xl?=0 
即 TT*=T*T， 故 工 为 正常 算 子 。 
定义 3 设 T 是 希 尔 伯 特 空间 XX 上 的 有 界 自 伴 算 子 , 且 对 
任何 x EX， 《Tx,x》 宇 0, 则 称 工 为 正 算 子 如 果 《Tx,X》 
>0，Y 关 0， 则 称 工 为 严格 正 算 子 。 
定理 5 ” 希 尔 伯 特 空间 X 到 其 闭 子 空间 愉 上 的 投 影 算 子 
P ，X 一 到 是 自 伴 算 子 ， 且 了 还 是 正 算 子 。 
[5 证明] 由 投影 定理 对 任意 xG 兴 有 唯一 的 正 交 分 解 ， 
X=X*+ (x—-x*), XxX*EM, x-x*€EM’ 
y= Cy-y*), YEM, yy- y*EM’ 
Px =x*，Py = y*。 易 知 对 任意 x*，x EE 广 有 
CPX,y) = Cx*,y*+(y-y*)» 
= (x*,y*> = 《X*, Py 
= 《x,Py/ 
县 P 了 为 有 界线 性 算 子 ， 因 此 P 为 自 伴 算 子 。 和 且 显 然 亦 为 正 算 
子 。 


1 ， 试 在 C [a,6] 空间 上 定义 一 种 内 积 ， 并 写 出 此 内 
积 诱导 出 来 的 范 数 与 距离 。 
2 。 设 R,,R,,…,R,， … 是 一 列 内 积 空间 ， 令 
-| {elseeR, 5 | 
在 R 中 定义 运算 / 
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aftxw+Ppfty =toaxns+B2y，)} ‘0 8B 为 


复数 ) 并 定义 Ce 
证 明天 是 内 积 空间 。 

3 。 证明 下 列 等 式 成 立 

1 x+yl2z+jlx-yl2=2(1x12 二 yy 外 2*)。 

4 .车 内 积 空 间 关 是 实 的 ， 证 明 条 件 上 |x = jy1 可 推 
出 《x+y，x 一 y》=0, 车 = RR?， 其 几何 意义 是 什么 ? 
车 羡 是 复 的 这 个 条 件 可 推出 什么 ? 

5 。 用 直接 计算 验证 下 式 对 内 积 空间 任意 元 素 成 立 。 

fz—xh?+ lz-yl:=# x~-yl:+21z— 
3 

。 设 x 起 0，y 志 0 
(or 证 明 {x，y>} 是 线性 无 关 集 ; 
(0) 将 (ac) 推 广 到 互相 正 交 的 非 零 向 量 x ,xs，…xu。 


7 。 证 明 由 yx, 和 x。->x， 可 推出 x_|y。 

。 设 {x,} 是 内 积 空间 的 序列 ， 证 明 由 条 件 x. | 一 
x 1 和 《xx》 -> 《xx》 可 推出 收敛 性 x。 一 x。 

.9 :证明 在 内 积 空间 内 ，x | y 当 是 仅 当 对 所 有 标量 a 有 
ry = lx-ayl。 

10. 证 明 在 [- 1，1] 上 所 有 的 连续 实 信函 数组 成 的 向 
量 空间 改 是 [~ 1，1] 上 的 所 有 侦 的 连续 函数 集 与 所 有 奇 的 
连续 函数 集 的 正 交 和 。 

11. 设 X 为 内 积 空间 ，M 是 的 线性 子 空间 ， 若 对 任 条 
xEX,x 在 M 上 有 正 交 投影 存在 ,证 明 M 古 闭 纱 侨 子 空间 。 
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12, 证明 空间 C "的 子 集 M = y= (wm; )| > =1 | 


是 完备 的 和 凸 的 。 
13, 设 A 是 内 积 空 间 广 的 非 空子 集 ， 证 明 
(a) ACA:* 


(b) A* =A* 
1 天 不 等 式 、 写 | 《x ei 1 二 xl 推出 许 


{| <x, y> < 1xllyl 
15, 若 (ei) 是 内 积 空间 六 的 就 范 正 交 序列 ， 并 且 x EX， 
证 明 x ~ y 正 交 于 子 空间 了 ,=span el，ess …?e* } 这 里 
2 由 下 式 给 出 


了 
>= > QkektsyQar = 《X36t7 
k=1 


19. 设 {es 22， es } 是 内 积 莹 阐 久 的 自 交集 , 设 
x EX 是 任何 团 定 的 元 素 , 且 y 三 B i121 十 8 2ez 二 "二 $b wy 
蔓 fx—y 上 1 模 束 于 8 ta "通过 直 接 计算 证 移 当 县 
仅 当 Bi= 《xx，ei)1=1， 2，… 1 时 ， lx—y] 取 最 小 
值 。 

17. 役 x (+1) 是 [-- x,r] 上 的 连续 函数 ， 来 出 x (+》 
的 p 次 最 佳 三 角 多 项 式 逼 近 。 四 

18. 设 x (+1) =#:， 在 区 筒 [- 1，1] 土司 序列 (x， 
Xi ) 前 物 二 唤 成 霹 范 证 交 。 

pd,— 


19. 若 于 ases ( {es } 是 就 范 正 交 序列 ) 
E= 1 
收敛， 证 明 


lel*= x1? 


k=1 


20. 设 {er } 是 希 尔 伯 特 空间 日 内 一 个 就 范 正 交 序列 , 证 
崩 若 


0 oo 
X= aiers y= D> bie 
Pe k=1 


则 (Gy》= 了 ap， 


假定 上 述 级 数 是 绝对 收 敏 的 。 
21. 设 { ct } 是 希 尔 伯 特 空间 互 内 的 一 就 范 正 交 序列 ， 
证 明 对 每 个 x E 防 在 内 存在 向 量 


y= DS (xX, e1) es 
k=1 


并 且 对 任 一 ei 与 x - y 是 正 交 的 。 

22。 设 邓 是 内 积 空间 必 内 完全 集 ， 若 对 所 有 2x E 形 ， 有 
《PF,xy = 《了 瑟 ,x》 ， 证 明了 = 凡 。 

23。 设 形 是 尔 伯 特 空间 的 的 子 集 ， 且 设 了 , 太 E 避 ,假定 
对 所 有 xE 开 由 《7,xy = 《〈 卫 ,xz》 可 得 了 = 丈 ， 若 它 对 所 
有 PF ， 仍 E 殖 成 立 ， 证 明天 在 召 内 是 完全 的 。 

24 证 明 在 R* 上 的 任何 线性 泛 函 f 能 用 点 积 表 示 

f(x)=x- 2=Eb1t Erbs t+ Esbs 
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其 中 x= (El,Es,Es )，2= (ss )。 
25. 证 明 在 关上 的 任何 有 界线 性 泛 函 /能 表示 为 如 下 
形式 


1Cx) = 本 EL, 
= 工 


其 中 ?= {€;} EL 
”26， 在 1? 中 定义 如 下 的 算 子 ， 取 有 界 实数 列 {a，}， 对 
A JE 人 令 AX= (QE1, QEs, 
) ,证 明 A 是 自 共 

27 .L: (a, 0 用 下 面 式 子 定义 算 子 A， 

Af(1)=tf(t) fcEfc,o]、 1 (DZ Ca， by 
验证 A 是 自 共 轿 算 子 。 

28. 证 明 丁 矩阵 的 列 向 量 构成 关于 C" 上 内 积 的 就 范 正 
交集 。 

29. 证 明 等 矩 的 线 性 算 子 T， 一 如 满 足 T* 了 = I, 
式 中 工 是 已 上 的 恒 等 算 子 ， 

30.。 设 e ,ez,…,e* 为 内 积 空间 和 中 就 范 正 交 系 ， 证 
其 XX 到 span { el,e*,…'e 的 投影 算 子 了 为 


. ‘Px = > (xyei) CisxXEX, 


i=1 
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第 六 章 ”线性 算 子 谱 论 简介 


谱 论 是 泛 函 分 析 及 其 应 用 的 一 个 重要 分 支 。 它 起 源 于 线 
性 方程 ( 代数 的 、 微 分 的 、 积 分 的 ) 特征 理论 ， 将 它 推广 到 
有 界线 性 算 子 的 情况 ， 研 究 它 的 结构 ， 就 是 算 子 的 谱 理论 ， 
特征 值 的 概念 将 相应 地 扩展 为 “ 谱 ?” 。 由 于 特征 值 和 道 算 子 
有 密切 的 关系 ， 谱 论 也 大 量 涉及 逆 算 子 的 问题 。 泛 函 分 析 发 
展 的 历史 表明 ， 将 算 子 求 逆 应 用 到 微分 算 子 和 积分 算 子 上 便 
推动 了 微分 方程 和 积分 方程 的 发 展 。 


$6"1 谱 的 概念 


为 了 使 我 们 易于 理解 谱 的 概念 。 我 们 从 熟悉 的 代数 中 的 
特征 值 问题 引出 谱 的 概念 ， 然 后 推广 到 无 限 维 的 情形 。 
考察 ?个 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 
CHIIX1I 十 CI2X2z 十 … 十 QinrXu = Yl 
| ‘rnXn= ys 
! ope enses a eo ion tar sis reesess (86。1 ) 
{Qo Xi Asxi 十 十 ConxXn = yn 
它 对 应 的 系数 矩阵 A = 《aij ) axnsiX = (XX XC,), 
y= 《yi1,y2，… ;Ys ) 则 上 述 方程 表示 n 维 空间 8" 上 的 线性 
算 子 A，A x= yy, 对 复数 入 若 存 在 x 志 0， 使 Ax=X》x， 则 称 
和 是 A 的 特征 值 。 它 意味 着 (A -》I)》x =0 有 非 零 解 ， 即 算 
子 (A-AI ) 不 存在 逆 算 子 。 
我 们 熟知 ， 令 (6.1) 的 系数 行列 式 det(A -入 I)=0， 这 
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就 得 到 A 的 特征 方程 


Ci 1 一 人 Qlz Clin | 

det(A -和 TI)=， aa 2 
四 | 
Cnl Qn2 “" Qnn— 入 | 


det(A-A 和 IT ) 叫 做 A 的 特征 行列 式 , 把 它 展开 ,我们 就 得 到 
一 个 的 2 次 多 项 式 , 叫 做 A 的 特征 多 项 式 。 我 们 把 A 的 全 部 
特征 值 的 集合 叫做 算 子 A 的 谱 ， 记 为 c(A )， 它 在 复 平面 
的 余 集 5(A )=C-o(A) 叫 做 A 的 预 解 集 。 
例如 ”由 直接 计算 可 以 验证 
1 


“ao() 和 “=( 


1 
5 4 
分 别 是 从 ~( ,的 对 应 于 特征 质 X， = 6 和 和 =1 的 特 征 向 


量 。 它 的 特征 行列 式 


scary =A2~—7A+6=0 
1 2 一 入 
谱 是 { 6，1 }， 对 应 于 6 和 1 的 A 的 特征 向 量 可 分 别 由 
~ Et45E,=0 4E1+4E2=0 
E1~45,=0 } 8 +gx =0 } 
得 到 。 


下 面 我 们 转向 讨论 无 限 维 空间 的 情形 ， 但 在 无 限 维 的 情 
况 下 就 不 是 这 样 简单 了 ， 而 要 复杂 得 多 。 
设 久 是 复线 性 空间 ， T EB (一 ) 的 线性 算 子 ， 算 
子 工 -AI 工 ， 记 为 
开 和 = 工 一 入 工 (6.2) 
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其 中 * 是 复数 ， 工 征 便 等 算 子 。 如 果 工 \x 有 逆 算 子 ， 把 它 记 为 
有 R《T >》， 亦 即 

RCT)= T= CT-AI )-! (6.3) 
并 把 它 叫 做 工 的 预 解 算 季 ， 或 称 为 工 的 预 解 式 。R CT) 或 
简写 为 RR;。 

若 方 程 T;x=《T- 和 1)x=0 (6.4) 
有 非 零 解 x* EX， 则 称 和 为 算 子 TT 的 特征 值 ， 对 应 的 非 零 解 x 
称 为 的 对 应 特征 值 的 特征 向 量 。 

定义 1 设 和 是 复 赋 范 空 间 ，T EB(X-> 计 ) , 若 R、 存 
在 县 是 定义 在 整个 入 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 称 工 是 一 的 正则 
算 子 ， 称 人 是 算 子 的 正则 点 ， 工 的 正则 点 的 全 体 称 为 工 的 正 
则 集 ， 或 预 解 集 ， 记 为 p(TI ) 。 

定义 2 ” 若 》 不 是 工 的 正则 点 ( 即 工 x 没 有 有 界 道 算 子 )， 
则 称 * 为 工 的 谱 点 ， 谱 点 的 全 体 称 为 工 的 谱 ， 记 为 c (CT ) 。 

0 《下 ) 还 可 以 分 成 以 下 三 种 类 型 

(C1) 对 和 Eoco(T), 方程 (T- 和 AI)x=0 有 非 零 
解 ， 则 称 和 为 的 特征 值 ， 而 称 对 应 的 非 零 解 x 为 的 特征 
人 向量 ， 开 的 特征 值 全 体 称 为 工 的 谱 ， 记 为 ac。 (CT 工 )。 

(2 ) 对 和 <Ea (T)， 方 程 (T-I)x=0 只 有 堆 
” 解 ， 工 > 的 值 域 在 六 中 稠密 ， 则 称 和 的 全 体 为 工 的 连续 谱 ， 记 
为 cc.(T)。 

(3) 对 XEo ( 工 )， 方 程 CT-xI)x=0 只 有 零 
. 解 ，Tx 的 值 域 在 X 中 不 稠密 ， 则 称 的 全 体 为 下 的 剩余 谱 ， 
记 为 gc，(〈(T)。 

例 1 考察 复 连 续 函 数 空间 C [0,1] 中 的 乘法 算 子 ， 

Tx (tt) =ix (tt) 
设 XE [0,1] ， 在 C [0,1] 上 定义 算 子 Rs 于 下 ; 
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《人 
Rx C1) = “人 


由 和 E [0,1] 容易 证 明 ，R; 是 定义 在 C [0,1] 上 上 甘 值 域 包 
含 在 C [0,1] 中 的 有 界线 性 算 子 , 任 取 x(t) EC [0,1] 有 ; 
R(T AAT)xCt)=(T -AIT)R X(t) =x(t) 

即 RCT-AI)=(T-XI) R=I 
所 以 ，R、= 《人工 ~ 入 1 ) 是 有 界线 性 算 子 ， 因 此 * 是 工 的 正 
则 值 。 | 
现 设 AE€ [0,1] ， 由 
CT -AIT)XCH) = (tAx(t), x(t) ECCO,1Y 
且 当 t= 和 A 时 , (+1 一 入 )x (+t) =0, 因 此 , 当 x(1) 跑 遍 C [0,1]J 
时 ，《t 一 入 ) x(t) 的 全 体 组 成 的 集 在 C [0,1] 中 不 稠 密 。 
而 且 当 和 € [50,1] 时 ，* 不 可 能 是 T 的 特征 值 。 事 实 上 ， 假 
定 有 xo。(t) 夺 0，x EC [0,13 ， 使 得 
〈《 工 -AT xs C1)= C(t-A)Xxo (Ct)=0 
蓝 x。 《ty) = 0 对 任何 t 二 入， 由 xX。 (+ ) 的 连续 性 ， 必 有 xo(1) 
=0， 这 就 表明 方程 ( 工 - 入 I )x=0 在 C [50,1] 中 无 非 
零 解 。 所 以 当 和 人 E [0,1] 时 ， 和 都 是 工 的 剩余 谱 的 点 。 
即 aa(CT)=ayT)=rI0,13， 而 p(T)=C-[0,19。 


$ 6.2 有 界线 性 算 子 谱 的 基本 性 质 


一 个 给 定 算 子 的 谱 有 哪些 性 质 ? 它 依赖 于 算 子 定义 的 空 
间 ， 以 及 记 论 的 算 子 是 哪 一 类 的 算 子 。 本 节 将 给 出 在 复 巴 拿 
赫 空 间 怀 上 有 界线 性 算 子 谱 的 最 基本 的 性 质 。 

定理 1 ( 道 算 子 ) 设 TEB(X 一 对 )， 其 中 针 是 巴 某 赫 


一 220 一 


空间 ， 如 站 工 | <1， 则 ( 工 - 工 )-: 存 在 ， 它 是 整个 空 闻 
朱 上 有 界线 性 算 子 ， 且 


(IT-Ty》- = 之 TE= 工 + 人 上 + 下 2 二 《6-5 ) 
二 = 0 


这 里 的 级 数 按 刀 (和 一 失 ) 中 范 数 收 伍 。 
[5 证明] 因为 | T? 上 hlTh?, 故 | THT "、 
但 1 下 上 <<1, 必 有 


了 1T 115<oo 
上 = 0 

所 以 

故 BS FT 
k=0 


之 T' 一 致 收 敏 于 果 有 界 算 子 SC 按 B(X 一 XX》 


£=0 
中 范 数 收 伍 ) ， 下 面 要 证 明 的 是 S= ( 工 -T )-!。 
为 此 ， 我 们 计算 
CI-T)(CI+T+T+…+T") 
=(IT+T+T*+ +T")- (T+T?+.+T*+T"+1) 
二 I — TT"+! 
现 令 #->co， 因 为 上 工 上 <1， 所 以 Ts+5->0， 因 而 有 
(I-T)S=SCI-T)=I 
这 就 证 明了 SS=( 工 - 工 ) -1。 
定理 2( 谱 集 的 闭 性 〉 设 TEB(X 一 对 )，X 是 复 巴 
全 林 空 间 ， 则 p(T ) 是 开 集 ，56( TT ) 是 闭 集 。 
证 明 若 pP(T)= 中 则 p(T) 自 然 是 开 集 ， 从 而 
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ac(T ) 是 闭 集 ( 实 际 上 在 定理 4 中 可 以 看 到 p(T ) 关中 ) 。 
设 p( 芽 ) 二 中 ,对 固定 的 Xo。€ p(T ) 及 任意 的 EC ,我 们 有 
T- 和 AI=T-Ao [~ (A—-A,)I 
=(T-AoI)LI-(T-AI)- i!(A—Ao) 
现在 考察 I 一 (TT-AoT)-!1C(XA-X。), 由 ,Ep《T)， 
(IT-XoT ) 7! 是 有 界 算 子 ， 且 非 零 ， 对 于 使 


[AAolQHCT-AMIT 》 人 ” 则 
I 《T-xI)- xx-》%) <1 

由 定理 知 
V= II- (TAXI)-:(7 一 和 )] 

有 道 算 子 


V-! -> [CA Xu) Ris1 :- > (A— Ao) Re, 
k=0 k=0 


(6.6) 
有 (和 一 An ) Ro L <1, 亦 即 


1 1 ,> 
STR ( 6°7) 


因为 T1071!1= R10 EB(X 一 XX)， 对 每 一 个 满足 (6.7) 的 
和 ， 算 子 工 x 都 有 逆 算 子 ， 即 

Ri1= T- 1!= (了 Ti) -1=1 -1Ro (C68) 
所 以 《6.7) 表 示 由 的 正则 值 X 组 成 的 hu 的 邻 域 ， 由 于 )。E 
p《〈 工 ) 是 任意 的 ， 所 以 p CT ) 是 开 集 ， 从 而 它 的 余 集 
o(T )=C-p(T) 是 闭 集 。 

值得 注意 的 是 ， 在 定理 2 的 证 明 中 ， 我 们 还 可 以 得 到 用 
》 的 赛 级 数 表示 的 预 解 式 的 一 种 基本 表示 式 。 事 实 上 从 (6.7 ) 
与 (6.8) 立 即 可 得 出 下 面 的 
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定理 3( 预 解 式 表示 定理 ) 设 T EB(X> 义 )，X 是 复 巴 
拿 太空 间 ， 对 每 个 Ep ( 下 ) ， 预 解 式 R;( T ) 有 表示 式 


Ri = SNM) Rat (6.9 ) 
在 复 平面 上 由 下 式 所 给 的 开 圆 盘 
TR 


中 ，、 对 每 一 个 入 级 数 《 69) 是 绝对 收敛 的 。 这 圆 盘 是 p《T ) 
的 子 集 。 

作为 定理 1 的 另 一 推论 ,我 们 将 证 明 对 于 有 和 界线 性 算 子 ， 
它 的 谱 是 复 平面 中 的 有 界 集 。. 这 个 重要 事实 , 现 明 确 叙 述 如 下 

定理 4( 谱 ) 设 T EB3(X 一 XX )，X 是 复 巴 拿 赫 空间 ， 
则 5 (了 ) 是 园 盘 | 二 站 代 外 上 的 有 界 闭 集 ， 而 T 的 预 解 
集 p( 工 ) 不 空 。 

5 证明] 设 直 0， 根据 定理 1 可 得 表达 式 


R= CT-AT) ICI- 人 TT) 


= C6.10) 
1 | TH 记 . , EE] 
对 于 1 T= <b 即 INi> iT1 的 一 切 》 级 数 


《6.10) 都 收敛 。 这 说 明 p《〔《 工 ) 王 (XI 1 工人， 数 
p( 工 ) 不 室 ， 由 此 知 rc CT CTAXI TXT 去 工人， 从 
南 知 og( T ) 是 有 界 的 ， 再 由 定理 2 知 r (T ) 是 闭 的 。 

从 刚才 证 明 的 定理 4 可 知 ， 复 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 
性 算 子 的 谱 是 有 界 的 ， 自 然 会 提出 包含 整个 谱 的 以 原点 为 中 
心 的 最 小 圆 盘问 题 。 这 个 问题 引出 了 下 面 的 概念 
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定义 1 设 T EBCX-> 革 )，XX 是 复 巴 拿 赫 空间 ， 在 复 
和 平面 上 包含 c(T ) 的 以 原点 为 中 心 闭 园 盘 的 半径 称 为 的 
谱 半径 ， 记 为 
r(T)=sup IX| 


AceglT) 
由 定理 4 可 知 ， 对 于 复 巴 拿 雷 空 间 上 有 界线 性 算 子 的 
谐 半径， 显然 丰 
-TITI 


$ 6.3 有 界 自 伴 线 性 算 子 谱 的 基本 性 质 


希 尔 伯 特 空 间 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 已 经 在 85"5 中 给 
出 它 的 定义 ， 并 讨论 了 它 的 一 些 最 基本 的 性 质 ， 本 节 对 自 伴 
算 子 谐 的 最 基本 的 性 质 作 一 些 介绍 。 

定理 1(〈 特征 值 、 特 征 向 量 ) 设 TE B(X->X) 是 复 
项 尔 伯 特 室 间 XX 上 的 有 界 自 伴 算 子 ， 那 么 

( 1 ) 工 的 一 切 特征 值 《车 存在 ) 都 是 实 的 ; 

( 2 ) 对 应 于 工 的 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 。 

[ 江 明 ) (1 ) 设 和 是 TT 的 任何 特征 值 , 晶 x 是 对 应 的 特征 
疝 最 ， 那 么 x 近 0, 且 Tx = 和 x， 由 于 了 是 自 伴 算 子 ， 故 有 ;， 

入 YX》= XN = CTX,XY 


= x, TX = (x,AXY 
= CX ,XY 
这 里 由 于 x 站 0， 攻 《x,x》〉》= 1 x 上 :站 0, 且 除 以 《x ,x》 
得 = %。 因 此 和 是 实 的 。 
( 2 ) 设 * 和 4 是 的 特征 值 ， 且 设 x 和 y 是 对 应 的 特 
征 回 量 ， 那 么 Tx = 和 x， 且 Ty = Hy。 由 于 工 是 自 伴 算 子 
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性 共有 是 实 的 ， 故 

7 XV) = x,y> = Tx,y> = (Cx,TYy) 

= 《xX, Hy = (xX,y> 

由 于 < 上， 所 以 必 有 《x,y》〉= 0， 这 就 意 味 着 x 与 ?是 正 
交 的 。 [证 毕 2 

定理 2 ( 预 解 集 ) 设 T EB( 半 一 XX ) 是 复 希 尔 伯 特 空间 
义 上 的 有 和 界 自 伴 线性 算 子 ， 那 么 ， 数 和 属于 工 的 预 解 集 p(T》 
当 且 仪 当 有 C 汪 0 存在 ， 使 得 对 任何 x XX， 有 

IT*x|=C1x|l 

证 明 从 略 。 

从 这 一 定理 可 立即 得 到 下 面 基本 的 

定理 3( 谱 ) 复 希 尔 伯 特 空间 XX 上 的 有 和 描 自 伴 算 子 TEB 
( 广 一 XX ) 的 谱 o〈( TT ) 是 实 的 。 . 

5 证 明 ] 利用 定理 2 我 们 将 证 明 , 对 于 6 送 0 的 = a+iB 
《 a, 8 都 是 实数 ) 一 定 属于 p ( 工 ) 从 而 c(T ) CR。 

对 于 中 的 任何 x 关 0， 有 

Cx, X》 = 《Tx,X> 一 入 《xyX》 (6.11) 

并 且 由 于 《x,x》 和 《Tx,x》〉 是 实 的 ( § 5.5 定 理 2)， 
故 


TAXSXY = (CTXyx) 一 和 《ixy》 (6.12 ) 
这 里 入 =a-ig6，(〈6.11) (6.12 ) 两 式 相 减 得 
CTax yxy ~ CTix,x > = (和 -入 CX ,XY 
=2i6 |x1* (6.13) 
等 式 《 6.13 ) 的 左边 是 -2i I, 《Ts,x》〉， 这 里 I 工 , 宕 示 虚 
部 ， 后 者 不 会 超过 它 的 模 ， 除 以 2 取 绝 对 值 ， 并 应 用 许 
瓦 兹 不 等 式 ， 得 
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18 | xt?= {1 《Thx:xy | 二 | 《Taxsx>》 | 
<lTxh lxi 
用 上 x 1 二 0 除 ， 得 
1811xilsiTxxl 
车 8 三 0， 则 由 定理 2 得 NEp( TT )， 因 此 对 于 和 So(T) 必 
有 8 = 0， 亦 即 ，) 是 实 的 ， 从 而 谱 o《 TT ) CR。 :证 毕 ) 


$ 6.4 自 伴 全 连续 算 子 的 特征 展开 


为 了 讨论 自 伴 全 连续 算 子 的 特征 展开 ， 我 们 首先 给 出 全 
连续 算 子 的 定义 。 

定义 1 设 工 是 定义 在 线性 赋 范 空间 XX 上 ， 而 值 域 包含 
在 VY 中 的 线性 算 子 ， 如 果 工 将 中 的 任 一 有 界 集 映 成 Y 中 的 
列 紧 集 ， 则 称 工 为 全 连续 线性 算 子 ， 简 称 全 连续 算 子 ， 也 帅 
做 紧 算 子 。 

由 全 连续 算 子 定义 可 知 ， 

1 。 全 连续 算 子 必 是 连续 算 子 ; 

2 . 有限 维 空间 至 有 限 维 空间 的 线性 算 子 是 全 连续 算 子 ; 

3 。 值 域 RC 工 ) 是 YY 的 有 限 维 子 空间 和 的 有 界线 性 算 子 
是 全 连续 算 子 ， 

4 。 两 个 全 连续 算 子 之 和 ,全 连续 算 子 与 数 的 乘积 是 全 
连续 算 子 。 

例 1 设 K(t,s) 在 [a,b] x [a,6] 上 连续 ， 则 由 


4 
(CTXx) c= K(t,s)x(s)ds 


定义 的 算 子 工 是 由 C [a,6] 到 CO (a,6b] 的 全 连续 算 子 。 
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例 2” 设 无 穷 算 阵 (ciy ) 满足 


> la):<+~ 


?=1 


辟 由 w= Tx 41= Days (kh=1,2,.) 
j=1 


其 中 x= (CEE ) ER y= 《N10 ) ER 定义 了 一 
个 由 请 到 及 的 全 连续 算 子 。 

现在 回 到 我 们 一 开始 提出 的 问题 来 ， 首 先 证 明 以 下 几 个 
重要 的 引 理 。 

引 理 ! 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,T 是 XX 上 的 自 伴 算 子 ， 令 


m= inf CTx,x, M= sup (Tx,x) 
Hx =1 


其 中 心 ， 对 分 别称 为 工 的 下 界 和 上 界 。 则 有 ， 
ITI=maxt{ |m|l, |MI} 
[证 明 ] 令 KK= maxt{ |m|l，| 放 | }， 由 于 
(MI= Isup <Tx, x) (Ssupl‘T™, x》 | 


<supl Tx hrsuph Th lzl= 1T 


又 当 m 之 0 时 ， 显 然 有 
Iml=m<M= 过 | 
当 m 过 0 时 ， 
Im|= -m=iuf CTx,x» “Sup 6 2 《Tx ,Xx> ] 


1 ~ 机 =1 六 
于 3 <Tx,x> [<1TI 


总 之 有 KK 三 下。 下 面 证 明 K 宇 IT 1。 
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因为 对 任何 入 >0, 及 任何 xE 式 ,根据 工 的 对 称 性 可 直接 
验证 下 面 的 等 式 成 立 ; 
| Tx1*= <Tx, TXx> 


1 、 1 .、 1 、 
-4 <T (AX+ » Tx), Ax+ ; Tx> 


一 CT Cx LT )， hx Tx) ] 


Txt Ke Tia+r Ix Tx 


1 1 ， 中 a 
= KON [xh + yl Tx ), 


又 对 任何 x 守 0， 及 Tx 志 0， 令 = (全 ) ， 则 得 
, 。 1 上 Tx 2 Fx rn 2 
EX 
=KlTxl ix! 
故 lx 1 <K1x1 
于 是 1 工 | 三 开 ， 但 已 经 证 明天 二 1T 1 ， 故 1T 1 = 天 。 


[证 上 毕 2 
引 理 2 设 工 为 拉 到 飞 的 自 华 全 连续 算 子 ， 则 尹 与 和 中 
绝对 值 较 大 者 为 工 的 特征 值 ， 且 工 没有 绝对 值 更 大 的 特征 
值 。 
5 证 明 ] 设 | 芭 > 和 过 时 证 法 相同 ) ， 此 时 
型 二 0， 由 弛 理 1 知 
0<lTIH=M= Sup CTx, x> 


一 228 一 


故 有 jx,il=l 使 人 Tx， xn 一 及， 从 而 
oO<| Tx,— Mx = | Tx,1?-2M Tx,, X.> 
+ Mx, ?<2 M*-2M Tx,, XxX,> 一 0， 
即 Tx,- Mx,~0， 因 工 全 连续 ，{x,} 有 界 ， 故 有 
Txw, 一 yo， 从 而 
Mx ,一 Yo( 易 知 1y,1 直 0)， 即 


1 , 1 
Xo > yo， 故 Tx ?NHITY 


由 极限 的 唯一 性 知 
Ty = yo， 即 Tye = 于 yn 
所 以 形 是 工 的 特征 值 。 
又 因为 | 和 | 盖 下 = 1 工时，* 为 正则 值 ， 故 荆 没有 绝对 值 更 
大 的 特征 值 。 


定义 2 设 E 为 区 的 子 空间 ， 工 是 XX 上 的 算 子 ， 如 果 对 
任何 x EE， 总 有 Tx EE， 称 EE 为 算 子 T 的 不 变 子 空间 。 

引 理 3 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,下 是 人 XX 上 的 自 伴 算 子 ,x 1， 
xs,…,Xs 是 工 的 一 组 特征 向量 , 则 由 X31 ;Xs，,…,X, 所 张 成 的 


子 空间 1 | 六 we le 为 复数 | 


及 到 在 和 中 的 正 交 补 到 ! 都 是 工 的 不 变 子 空间 。 
5 证 明 ] 到 是 工 的 不 变 子 空间 显然 ， 只 须 证 到 "是 工 的 
不 变 子 空间 。 
-对 任何 yEMf， 看 工 》 是 否 上 人。 
由 于 任何 对 马 aixiE 有 到， 有 
i=1 
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Ty Daixi = (yy,T BD aixi7 
i=l - 3 


i=l 


= 《2 D> iNiXi) 
i=l 


=0 

这 就 证 明了 Ty 与 耻 正 交 ， 即 Ty EM-。 

定理 1 设 T 是 希 尔 伯 特 空间 关中 的 自 侍 全 连续 算 子 
《 工 夺 0)， 则 工具 有 非 零 的 有 限 个 或 可 列 个 特征 值 { 入; }， 
及 对 应 的 特征 向 最 {e， }， 满 足 ， 

(1) Iho| 宇 IN1| 宇 | 和 :| 宝 …，{e; 上} 是 就 范 正 交 系 ， 

(2) 当 {%; } 是 无 穷 列 时 ， 定 有 和 ;一 0; 

(3) 对 任何 x SE 和， 有 

工 X = ,TX,e:? ei 


= kx,1le;》 ei;= TN, (xyei》ei 
Te ft 6E7 


(3) 就 称 为 工 x 的 特征 展开 。 

[证明 ] 根据 引 理 2, 可 取 必 与 中 绝对 值 较 大 者 作为 
和 。， 取 对 应 的 特征 向 量 为 ev ，]e, | = 1, 由 引 理 3 知 XX,= { an 
e。} * 是 工 的 不 变 子 空 间 ， 江 CAX， 将 工 视 为 生 , 中 的 算 子 ， 
它 仍 是 自 伴 全 连续 算 子 ,再 根据 引 理 2， 可 取 mal = inf 《Tx， 

le 
%> , M1= sup CTx,x) 中 绝对 值 较 大 者 作为 和 1, 并 取 对 应 
[时 | -1 
的 特征 向 量 为 el, 上 ei; 上 = 1, 根 据 $6.3 定 理 lei Le。 由 引 理 
3 知 , 信 .= 《aoeu +Qiei } “是 人 的 不 变 子 空间 ， 半 ; 己 六 ，， 
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将 工 视 为 六 :的 算 子 ， 它 仍 为 自 伴 全 连续 算 子 ,又 根据 引 理 2， 
可 取 ms= i Tx,x> ,M,= Sup 《Tx ,x〉 中 绝对 值 较 大 
Hx {x = 

者 作为 。, 并 取 对 应 的 特征 向 晤 为 es，je， | = 1, 显 然 有 |Xo| 
宇 |X1| 汪 |A,|，<es,60〉=0，Le;,6e1〉=0,"…, 以 上 手续 ， 
或 可 无 限 进行 下 去 ,或 至 某 n 步 时 , 工 成 为 XY。 上 的 零 算 子 ， 总 
之 可 得 有 限 个 或 可 列 个 非 零 特征 值 { 入; } 及 对 应 的 特征 向 
量 {e: ;， 现 证 此 {e; } 满足 (1)、(2)、(3)。 

(1) 由 {入 ;} 及 {ei 上} 的 取 法 已 得 证 ， 

(2) 若 让 ;| 三 en 三 1 2，… 


好 {若是 有 界 的 ,由 于 TT 是 全 连续 算 子 ， 


故 。 { 工 公 = {0,} 应 有 收 合 子 列 ， 
这 与 fe; } 是 就 范 正 交 系 相 了 矛盾 。 故 有 
六 ;一 >0 《 i—>co ) 
(3) 对 任何 x (六 ,出 于 
《X 一 之 《Xe E1561> =0, 
R= 1 2，…， 1 


所 以 一 > XxX, Ei> ei: EX 
fol 
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又 { >x 一 > CX ,21» 1 := 1 > 一 2 人 | 《xX ,81> |? 
i=1 i=1 


十 > | 《x ,ei> |: 


= Ex?*~ 3| x, ei> |? 
<|lxi? 
所 以 1Tx- 也 Cx，ei7 el<ITI., lr- SD Cx, 
ei eil <i^,l |x1 0( 或 
等 于 0 ) 。 
即 Tx-T 5 《xX ,Ee;》e ;一 0 (或 等 于 0 ) 


即 Tx= > XCi1> ECi 


:él 


一 > 《下 x ,eiy> ei= > 《xy Tei> ei 
1 了 ieJ 

= Dh: xX,E1) Cio 5 证 毕 ] 
reJ 


定理 2 希 尔 伯 特 空间 XX 上 的 全 连续 自 伴 算 子 工 的 非 零 谱 
点 都 是 特征 值 ， 若 六 是 元 限 维 空间 ， 则 0 Eo (A )。 

[证明 ) 《1) 首 先 要 证 工 没 有 别 的 非 零 特征 值 。 

若 有 六 1=1:;2， )， 入 志 0, 和 A 是 工 的 特征 值 ，e 是 
对 应 的 特征 向 量 由 有 6*"3 定 理 1 知 特征 值 对 应 的 特征 向 量 互 相 
正 交 , 故 由 (3) 知 应 有 Te= 世 ， 《Te ,ei》 ei= ZA 《eye@i7> 
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ei= 0， 这 与 Te= Xe，》 盖 0 矛盾 ， 所 以 工 没有 别 的 非 零 特征 
值 。 

(2) 车 了 是 无 限 维 空间 , 则 0 一 定 是 谱 点 :0Ea(T)， 事 
实 上 若 0 是 工 的 正则 点 ， 那 么 T-!' 存 在 且 是 定义 在 全 空间 的 
有 界 算 子 ,由 于 I = TT-!， 对 关中 任何 有 界 点 列 {x，,}， 
{ 工 -xx 了 仍 为 有 界 点 列 ， 因 为 工 是 全 连续 的 ，{ T(T-! 
xX。) } = {x,} 将 有 收敛 子 列 ， 但 XX 是 无 限 维 的， 知 X 中 就 
范 正 交 系 { 。，} 中 不 可 能 选 出 收敛 子 列 ,这 就 导致 了 池 盾 ， 所 
以 0Eeor(T)。 

(3) 车 ,不 是 特 征 值 ,和 起 0， 则 和 Eo(T),( 证 略 ) 。 

关于 谱 的 理论 ， 我 们 就 介绍 到 这 里 ， 至 于 这 方面 的 更 深 
入 的 理论 ， 限 于 篇 幅 ， 我 们 不 再 细 述 了 。 | 


习 题 


1。 举 出 一 个 线性 算 子 T:CTI0,1 】 一 C [0,1) 它 的 谱 
是 所 给 区 间 [4,6] 。 

2, 设 X=C [0 ，2r] ,Tx=e''x(t),x(t)E€ XX， 证 明 
oCT)y= {7 IAT=1},。 

3。 设 X= 了 ， 

下 xx = 个 (XXX ) = (XX Xn ) 

试 求 o( TT )。 

4。 设 下 是 平面 上 无 限 有 界 闭 集 ，{ x,，} 是 已 的 稠密 子 
集 ， 在 2 中 定义 算 子 工 ， 


Tx = T(x Xo sXny)= (OX UX 9 OnXny 
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… )， 则 a。, 都 是 特征 值 ， oC(T)=FF, F-{a.} 中 每 一 
个 点 都 是 T 的 连续 谱 。 

5。 设 A 是 巴 拿 太空 间 X 上 的 线性 有 和 界 算 子 ， 当 1X| > 
| 工 下 时 


= wT 1 
R2s Sar 9 1 Rs<iTT 


6。 设 工 为 4 上 的 线性 有 界 算 子 和， Ep《〈T) , 几 
Ri—- Re= (Lh-i)RiRs 

7。 设 X=1”， 

Tx=T (Xi Xo Xa) = (XosXssr Xn ) 

Ca) 如 |%j>1， 证 明 AEp(T 工 )， 

(b) 如 | 入 11， 证 明和 是 特征 值 ， 并 求 出 特征 空 间 。 

8。 设 X=1?(1<p<+~) 

Tx = T(x Xo Ns) = (Xo Xss Xs ) 


如 ,入 ;= 1， 和 是 工 的 特征 值 吗 ? 
. 
9. 给 出 积分 方 程 Tx(s)= | K (syh)x(t)di 的 解 。 
其 中 K(s,t ) 在 矩形 R; [a,b] x [a,6] 上 定义 ， Kls,t > 
EL:(R),。, 


10. 设 工 为 希 尔 伯 特 空间 X 上 的 自 伴 全 连续 算 子 , { + } 
为 的 特征 值 ，{ e; } 为 其 对 应 的 特征 向 量 ， 又 和 宇和 i ( i= 
1,2,… ) ，。 入 在 0，yE€ 针 ， 求 方程 

TxX—-AxX=yYy 


的 解 。 
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第 七 章 ” 泛 函 的 极 值 


本 章 讨论 一 般 的 非 线 性 泛 函 极 值 的 求法 。 这 原 是 变 分 学 
所 研究 的 问题 。 在 数学 史 中 ， 人 们 普遍 认为 变 分 学 是 泛 函 分 
析 的 渊源 之 一 。 从 十 七 世纪 末 开 始 ， 数 学 家 们 就 研究 了 许多 
泛 函 极 值 的 求法 ， 得 到 了 一 系列 重要 结果 ， 这 些 内 容 至 今 仍 - 
具有 重要 的 应 用 价值 。 

这 里 我 们 把 微 积分 中 求 函数 极 值 的 方法 推广 到 求 泛 函 极 ， 
值 〈 包括 条 件 极 值 ) 上 。 将 可 以 看 到 ， 在 抽象 空间 中 冰 述 这 - 
些 内 容 ， 其 深度 和 广度 是 微 积 分 所 无 法 比拟 的 。 


$7.1 算 子 微分 


本 节 把 微 积 分 中 的 梯度 和 全 微分 概念 推广 到 抽象 空间 中 
来 。 
1。 加 脱 《 Gateaux ) 微分 
定理 1 设 X 为 线性 赋 范 空间 ，xX。E 针 ，f(x) 是 在 Xo 及. 
甚 邻 域 内 有 定义 的 泛 函 (一般 地 ， 它 是 非 线性 的 )。 如 果 
对 于 任意 的 AEAX， 极 限 
f(xo+th ) -f(xo) 


lim 一 一 一 
£—>0 t 


存在 ， 记 为 8f《 x。， hh )， 则 称 之 为 泛 函 /在 点 x。 处 关于 增 
量 8 的 一 阶 变 分 。 
车 令 q(f) = (x+), 这 是 一 个 普通 的 一 元 隆 数 ， 则 显 . 
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然 有 Cr 一 Co) 


中 (0) = lim = SCx 0) 
一 > 0 
这 是 计算 一 阶 变 分 的 一 个 公式 。 它 也 可 写成 
Sf (xo; h ) = $f (xo+th) | (7.1) 
. . f=0 


例 1 考察 1 元 函数 (x) = (5&1,E2> …,E。) 是 定 
。 对 于 点 Xo = 《E11*，&E2”， 5,”) 及 任意 的 h= 
可 得 


of Cxosh)= fCE10+fh1,84 + 机 ，， 
二) | -， 


of 
BoEh| 


Xo 


= CV sy》 C7.2) 


此 结果 还 表明 3 ( x。， 8 )' 是 关于 hk 的 有 界线 性 泛 函 。 
定义 2 在 定义 1 中 ， 如 果 8f/( x。， 甩 ) 是 关于 h 的 有 界线 
-性 函 汉 ， 记 为 
Bf Cxo h)= Lf’ (xo),h) (7.3) 
则 称 泛 函 /在 xu 处 是 加 脱 可 微 的 。 表 达 式 (7.3 ) 称 为 泛 函 
f 在 x。 处 关于 增 量 8 的 加 脱 微分 ,而 有 界线 性 泛 函 疡 (x，) 称 
为 泛 函 7 的 在 xu 处 的 加 脱 导 数 。 . 
在 例 1 中,f 的 加 脱 导 数 就 是 函数 7 的 梯度 ， 7 《xo)= 
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gradf | 


Yo 


的 方向 导数 。 
例 2 设 X=C [0,1] ， 考 察 定义 在 X 上 的 泛 函 


， 而 加 脱 微分 (7.2) 恰 为 函数 J 在 点 Ye 处 沿 8 方 晤 


1 


/cx = ICX(CTE) ,tt) dt 


0 
其 中 二 元 函数 g(x ,t ) 的 偏 导数 g: 《x,t ) 假定 是 连续 的 、 
则 对 任意 的 (1) € CCL0,17, 根 据 公式 (7.1), 有 
oo 时 gx tan dl 0 
0 


-| ge x DR dt (7.4 > 


这 是 关于 h CH) EC [0,1] 的 有 界线 性 泛 函 ， 因 此 ， 泛 函 f 
是 加 脱 可 微 的 。 
例 3 设 X= 1 [a,6] ， 考 察 泛 函 


如 


J Kx - J CA xD ty dt 


其 中 三 元 函数 9( x ,u,t ) 为 连续 ， 并 对 x 和 和 u 其 有 一 阶 连续 
偏 导数 ， 则 对 任意 的 (t+) EC1 [a,b] 有 


6 
SJ(Xx;A) = | [Cs CX(t), x(t),t ) h(t) 


tg 2 Crsx (C1) OR Yd 


# La 


= cr A dit cg hI 


(7.5) 
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例 4 考察 二 次 泛 函 f(x) =x"'Ax-2aTx+b 其 中 x 
€R"， 而 4 为 nxs% 阶 对 称 和 矩阵 ，aE€R"，0b 为 常数 ， 则 可 
以 求 得 其 任 一 点 x。€ R" 处 的 加 脱 微分 为 

Bf Cxos hy=f (xo)h= 2Axo— 2a, 8) 

类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 算 子 的 加 脱 微分 。 

定义 3 设 X、 了 为 巴 拿 炎 空间 ，x。E€ 广 ， 算 了 于 T， 六 一 

工 ， 它 在 xu 的 某 个 邻 域 内 有 定义 。 如 果 对 任意 的 上 AE 居 ， 极 
根 


lim 工 ( Xot+th) 工 (xo) 

i—>0 t 

存在 ， 记 为 853T《 x,; hh )， 则 称 之 为 算 子 工 在 点 Xx。 处 关于 
增 量 关 的 一 阶 变 分 。 如 果 5T (xj 天) 是 关于 h 有 界 线 性 算 
子 、 记 


lim TT (Xotth) -Tixo) 


t->0 t 


= 个 (C(x, )h 


(7.6) 

则 称 算 子 工 在 x。 处 是 加 脱 可 微 的 ，8T 了 Cxo， 有 ) = 了 T(x。o)h 称 
为 加 脱 微分 ，T 《x。) 称 为 加 脱 导 数 。 

应 该 注意 ，T’(x。) EB(X—Y), 而 (7.6) 式 的 
极限 是 在 空间 了 中 的 范 数 意义 下 取 的 。 

2。 弗 力 许 《 Frechet ) 微分 

由 上 述 定义 可 知 ， 加 脱 微分 推广 了 熟知 的 梯度 概念 ， 这 
是 一 种 较 弱 的 微分 概念 。 它 的 定义 并 不 需要 六 中 的 范 数 ， 因 
此， 无 法 由 加 脱 可 微 性 推出 连续 性 。 下 面 ， 我 们 引入 男 一 种 
- 较 强 的 微分 一 一 弗 力 许 微分 ， 它 推广 了 微 积分 中 的 全 微分 概 
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- 念 。 

定义 4 设 X、 了 为 巴 拿 二 空间， 算 子 T: X->Y (一 
般 地 ， 工 是 非 线 性 的 ) 。 如 果 存 在 有 界线 性 算 子 AEBC 了 六 
一 8 ) 使 得 关系 式 


lim T(xo + (x0) 
-对 于 满足 上 有 = 1 的 hE 庄 是 一 致 地 成 立 ， 则 称 算 子 工 在 点 
xoE 人 是 弗 力 许 可 微 的 ， 并 且 称 T〈xe ) = A 为 算 子 工 在 
点 Xe 处 的 弗 力 许 导 数 ， 而 表达 式 
ST (xosh)=T (xo) (7.8) 

称 为 算 子 工 在 点 x。, 处 关于 增 量 + 的 弗 力 许 微分 。 

对 照 定义 3， 可 以 推 知 如 果 工 弗 力 许 可 微 ， 则 工 也 是 加 

可 微 的 ， 且 两 种 微分 相等 。 但 反之 则 不 一 定 。 下 述 定 义 

“表明 ， 弗 力 许 微分 相当 于 多 元 函数 的 全 微分 。 

由 定义 4 即 知 ， 弗 力 许 可 微 等 价 于 对 任意 的 >0， 存在 
:7=n (8 ) >>0， 当 |t|<n 时 ， 

WTOxo +th)— T(x0)— A(R) )| <elt|, 

其 中 |=1 

车 记 Ax = th， 则 上 式 又 等 价 于 

TCxo+tAxX)—-TCixo)—-ACAx) | <ellAx| 
-其 中 小 Ax 中 <<m， 因 此 ， 弗 力 许 可 微 的 定义 又 可 叙述 为 : 

定义 4 车 存在 AE€B(X>Y )， 使 得 

TCOxo+h)—- T(x, )—-AC(h)=o(h) 

其 中 o@:， X>Y,， 且 上 8 (%) 上 =ok《 |*i| )， 则 称 算 子 
下， 了 半 -> 了 在 点 x。€ 下 处 是 弗 力 许可 微 的 ， 有 界线 性 算 子 A 
: 称 为 算 子 工 在 点 x。o 处 的 弗 力 许 导 数 ， 记 为 T'(x。)=A。 

例 5 设 三 个 四 元 函数 


"=Ah (7.7) 
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n= fi(8585 ,8 ,854 ) 

xz=/ (0(E 5 5s,54) (7。10 7) 

m3= /3 (EE2,Es,E4) 
它 将 x = (E161) TER! 为 y= (11,n2 ,73)" ER 
因此 ，《7.10 ) 式 确定 了 一 个 由 R* 到 及 “的 算 子 F， 
y= 了 xx。 假定 函数 廊 ,/ ,fs 都 在 点 Xo。= (&1°,Es"，Es"， 
E4”) ER 处 可 微 《 全 微分 存在 ) ， 即 对 于 增 量 &=〈m:， 
有 ,hs ,hk )， 在 xo 处 对 应 的 函数 增 量 分 别 可 表 为 ， 


Of of 2 
A 


| 
十 9 | 1 Chi,h, hs,h,) 


其 中 oj;=o(Cwhi+Ro t+hs +m2)=oAll) 把 这 三 

个 式 子 写成 矩阵 形式 ， 便 得 到 
Afi 
F(xo+h) 一 FExo)=| Ar， 
Afs 


= Ap+@(h) (7.11) 
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其 中 


of, 9f 6f of 
.05 085，05，0854 | 
- A= of, af, 上 fs 9 fs | 
O El 0 Ez 0 Es 9&4 
of: of of ofs 
OE! Ok: OE: 084 wo 
Qi Ch),h, ,hs ,Pa ) \ 


(hy= @ ,Chi,hs,hs,he) | 
@s Chi,ho hsshe ) 
显然 ，1 o (A) =ol A)。 因 此 ，F'《xo。)=A。 
一 般 地 ， 由 和 个 可 微 函数 
mi= fs; (8 2 
所 确定 的 算 子 FR" 一 R"， 其 弗 力 许 导数 是 m xn 阶 短 阵 


(a8,),, i=1,2,.…,m,)=1,2,.. 7。 


这 个 和 矩阵 在 微 积 分 中 称 为 雅 可 比 ( Jacobi ) 和 矩阵。 
对 于 弗 力 许 微分 ， 显 然 有 下 列 性 质 ， 
《1 ) 如 果 算 子 工 在 点 Xo。 处 弗 力 许可 微 ， 则 T 在 x, 处 连 
续 : 
lim Tx= 下 xn (7.12) 


x—>x 


这 可 由 (7.9 ) 式 立即 推 知 。 
(2 ) 设 T 在 x, 处 弗 力 许可 微 ， 则 a 工 亦 然 (0 为 常数 ) ， 
且 (aT)y’(x,)=aT’ (x,。)。 
(3) 设 F:， X 一 了 上 ，G:， X 一 了， 且 都 在 点 xo 处 弗 力 许 
可 微 ， 则 FF + G 亦 然 ， 且 
(FE+GJ)I (xo)=F’ (xo。)+G’ (xy) 
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现在 研究 复合 ( 乘积 ) 算 子 的 可 微 性 。 设 XY、Z 都 是 
巴 拿 赫 空间 ，F,， XY，y= 下 《x ) 在 点 xo 可 微 ， G: 
Z 一 着 ，x = G(z) 在 点 zo 可 微 ， 且 G (zu ) =xo， 则 由 FF 和 
G 的 连续 性 可 知 复合 算 子 (FEG) (2)=F[G(z)]J] 在 
点 zo 连 续 。 下 面 证 明 F G 在 点 zo 可 微 ， 且 

(FEG) (zlo)=F' (xo6)G’ (20) (7.13) 
事实 上 ， 根 据 弗 力 许 微分 的 定义 ， 有 

F(x)= F(xo)+A(x—-X0)+0(xX—x,) (7.14) 

G(2)= G(20)+ B(2-20)+d(2—20) (7.15) 
令 @ 《098)=9， 则 @ 在 9 的 邻 域内 连续 ， 考 虑 到 x = G(z)， 
将 人 7.15 ) 式 代入 (7,14)， 得 

FCG(2))— FCG(20)]= AB(z—-20)+e(2-20) (7.16) 
其 中 se(z 一 20)= AC8(z~-20))+ oCB(z-20) +8(2— 20)) 
而 A CSCz-z0)] HalAN SC(2-2) | 
故 A CSCz-z)] =o(lz-zl) 

辐 时 @ [B(z-zo。)》+8(2z-zo)] 
=ol(lB(z~-z0)+d(z—-7z0)|) 

=o(lz-zol) 

要 此 ， 式 《7,16 ) 表明 
(FG)’ (2zo)=AB 
此 即 (7.13 ) 式 。 
例 6 设 算 子 F，R" 一 R", 则 如 例 5 那样 ,关系 式 y = Fx 


等 价 于 
n= fi CE,E2s, ,Es ), i=1,2,°.",m 
再 设 算 子 G，R' 一 R"， 则 关系 式 x= Gz 等 价 于 
Ej;=g9; (CC 
设 点 Xo = CE,E2d ,Es )TER"zo= (CD 
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< 有 ， 且 满足 zx,= Cz,。 假 定 每 一 个 六 在 点 xu 可 微 〈 即 算 
子 G 在 z, 处 弗 力 许可 微 ) ， 则 乘积 算 子 FG，R* 一 R"，y= 
CFG ) (2 ) 在 点 zo 处 费力 许可 微 ， 且 根据 (7.13) 式 及 例 5 
的 结果 ， 有 


_ (5 
(FG)’(z0)= F(x0)G’ (20)= 2 人)， (3 机 
) 


9 
C1 

_ ™ /ofil(xs) Gg(zo 
之 ( OE ae ) 


i=1, 2,°%,m, 1 =1,2,..,k, 
这 是 一 个 mx& 阶 矩阵 。 


$7.2 返 函 的 极 值 


用 加 脱 微 分 和 弗 力 许 微分 的 概念 ， 去 求 线性 空间 中 泛 函 
的 极 值 ， 是 比较 简单 的 。 这 种 方法 很 自然 地 导出 了 变 分 学 的 
基本 原理 。 其 实 ， 抽 象 的 微分 概念 最 早 就 是 来 源 于 变 分 学 。 
在 这 一 节 我 们 将 把 大 家 熟知 的 普通 微 积分 中 一 元 函数 极 小 化 
的 方法 ， 推 广 到 基于 更 一 般 微分 的 类 似 方法 。 几 这 种 方法 ， 
可 以 得 到 和 局 部 极 值 的 经 典 必要 条 件 类 似 的 结果 。 在 后 面 一 
节 ， 还 得 到 和 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 方法 类 似 的 结果 。 

1。 极 值 的 必要 条 件 

定义 1 设 久 为 巴 拿 炉 空间 ， 泛 函 f 在 点 x。€ XX 的 邻 域 B 
内 有 定义 ， 如 果 存 在 x6 的 一 个 邻 域 B,CCB， 使 得 对 所 有 的 


XE€EB 均 有 
f(xo)<(x) 《7.16 ) 


则 zx6 称 为 1 的 局 部 极 小 点 ,f(x。) 称 为 /局 部 极 小 值 ， 类 似 
地 可 以 定义 局 部 极 大 值 。 
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如 果 (7.16) 式 中 的 等 号 去 掉 ， 则 相应 地 称 为 “严格 沁 极 
值 。 下 述 定理 与 微 积分 中 的 有 关 定 理 完 全 类 似 ， 它 给 出 了 泛 
沙 取 得 极 值 的 必要 条 件 。 

定理 1 设 泛 孙 f 在 xo。 达 到 极 值 ， 且 在 x。 处 具有 一 阶 变 分 
Bf Cxos h), WEf (xo h)=0。 

[证 明 】 对 任意 的 hE 针 , 考察 函数 p(t) = /xu +th), 因 
为 它 在 t= 0 处 达到 极 值 ， 故 


mm (0) = lim f(xo+ti1h)— f x0) = df (x3h)=0 
t—>0 i 


定理 得 证 。 

推论 1 在 定理 ! 的 条 件 下 ， 假 定 泛 函 /在 x,。 处 可 微 ( 在 
加 脱 或 弗 力 许 意义 下 )， 则 f(x。) = 0。 这 时 称 x。 是 f 的 
驻 点 。 

关于 极 值 的 充分 条 件 需要 由 高 阶 微分 给 出 ， 就 不 予以 介 
绍 了 。 但 是 ， 如 同 在 微 积分 中 那样 ， 在 实用 中 往往 都 利用 这 
个 必要 条 件 来 求 泛 函 的 极 值 ， 它 既 简 单 ， 又 比较 可 靠 。 只 要 
实际 问题 确定 仓 在 极 值 。 

2. 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 | 

现在 ， 我 们 利用 上 面 的 结果 来 解 一 个 经 典 的 变 分 学 问 
题 ， 即 寻求 在 区 间 [a,6] 上 二 阶 连续 可 微 的 函数 x (1) ,使 得 
省 郴 


90= | g(x(t), x (1), t)dt (7.17) 


达到 极 值 ， 其 中 g 关 于 x，x，1 具 有 二 阶 连续 偏 导 数 。 还 假 
定 未知 函 数 在 端点 a 和 6 的 数值 是 已 知 的 
x(a)=a, x(b)=8 
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于 是 ，/ 是 定义 在 空间 C* [a,6] 的 一 个 子 集 D(J)= {x 
(1) EC? [a,b] ; x(a)=a, x(b) = 8 } 上 的 泛 孔 。 
根据 定理 1 及 $7.1 例 3 式 (7.5)， 极 值 点 x(t) 应 满足 


6 d b 
人 =0 
a a 
为 了 使 x (1) +h(t) ED(CJ))， 应 该 令 h(a)= 有 (5b)=0， 
因此 
5 
(gw — 0 g':) hdt=0 
gs dt.9 x ) 一 
对 满足 h(a ) =h(b)=0 的 任 一 h(t1) ECzCa、b3] 成 立 。 
铀 微 积 分 知识 可 知 ， 这 时 必 有 
/ 二 d je。 “~. 
gx (x, XxX, 1)— 9 * (x, xX, t)=0 (7°.18) 


这 就 是 所 求 的 极 值 点 x + ) 应 满足 的 方程 ， 它 称 为 欧 
拉 - 拉 格 朗 日 方程 。 .| 
利用 复合 函数 求 导 法 ， 方 程 (7.18) 可 改写 为 


9g。。 I rxX -giX—- gr.=0 (7.19) 


有 一 种 特殊 情 形 ， 即 g 中 不 显 含 {: g(x，x)， 这 时 , 方 
程 (7.19) 成 为 


g: -gx 一 92X=0 (7.20) 
又 由 于 


本 四 - ». . 
Hi(9~9 «x) 一 (gs— gr X— gi:x) x 


故 方程 7"5) 成 为 下 列 简洁 的 形式 ， 
g-xg’ = 站 (7。21》 

其 中 D 为 任意 常数 。 

例 1 ( 所 线 问 题 ) 设 4，B 为 三 维 空间 中 的 两 个 固定 
点 ， 在 所 有 连接 4，B 两 点 的 曲线 中 找 出 一 条 曲线 {， 使 得 初 
速 为 零 的 质点 mm 在 重力 作用 下 自 4 沿 曲线 1 运动 到 8 所 用 的 
时 间 最 少 。 

显然 ，! 一 定 是 一 条 平面 曲线 。 如 图 7 - 1 那样 建 立 坐标 
系 ， 设 曲线 的 方程 为 

y=2(CxX)，>y(0)=0 7y(xi)=ya 
则 质点 运动 速度 为 


Y= ds _ V 1+y? dx 
dt 


其 中 S 表 示 弧 长 。 于 是 dt= W 1+yzdx ou， 质点 m 从 点 4 
运动 到 点 8 所 用 的 时 间 为 


7C7)= 1 dx 


根据 牛 由 第 二 定律 可 知 v = /29y ，9 为 重力 加 速度 ， 因 
此 ， 我 们 的 问题 就 成 为 在 条 件 y(0)= 0，y(x1)= yi 下 寻求 
泛 画 


*] | 
7 -| [+g 
») ， Vy 557 x 


的 极 小 点 y《 x )。 
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4(0,0) x 


BlX,,y,) 
图 7-1 
根据 方程 (7.21)， 未 知 曲 线 > (上 》 应 满足 方程 
1 = 也 、 
Vy(l+y’) 


印 
y(1+y:)=D, 


引入 参数 中 使 得 y= ctgm， 则 


D 
Dr -Dsinyg= 7! (1- cos29) 


y= Trotery 
in 中 cos 中 dQ 
dx ~=Q7- 2D:sinecos TP = D,(1-cos2p)dop 
ctgom 
y 
积分 后 得 


> D . 
x =D(m— D9) 十 万 ， 二 (29 一 Sin2 中 ) 十 万 ， 


由 y(0)= 0 知 D,= 0, 再 令 g= 29,R= -35 便 得 
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| 


y= R(1- cos0) 
这 正 是 半径 为 R 的 圆 深 动 时 的 摆 线 方程 。 


$7.3 具有 等 式 约束 的 极 值 


在 许多 极 值 或 最 优化 问题 中 ， 往 往 要 求 极 值 点 或 最 优 解 
满足 某 些 约束 条 件 。 例 如 上 节 求 泛 函 《7*2) 的 极 值 时 要 求 “ 
端点 固定 ”就 是 一 种 简单 的 约束 条 件 。 约 束 条 件 可 以 有 各 种 
各 样 的 类 型 ， 例 如 可 用 等 式 表 示 ， 也 可 用 不 等 式 表 示 。 本 节 
仅 考虑 等 式 约束 ， 先 讨论 有 限 维 的 情形 。 

1. 有 限 维 情形 

考察 江 函 f(x ) 在 等 式 条 件 

Pi(x)=0 
Pm2(xX)=0 (7°22) 


p(x)=0 
下 的 极 值 。 
式 (7*22 ) 的 n 个 方程 确定 了 线性 赋 范 空间 义 中 的 一 个 集 
合 Q , 极 值 点 x, 就 应 在 2 中 寻求 。 为 了 便于 讨论 ,本 节 恒 假 定 
这 函 p:; 与 在 8 中 连续 可 微 。 
定义 1 如 果 x, EX 满足 式 (7.22), 且 2 个 线性 泛 函 1 
(xo 》，qp2 《xo )，…qpr 《xo ) 线性 无 关 ， 则 称 xo 是 约 


束 条 件 (7.22) 下 的 正则 点 。 
以 下 我 们 逐步 给 出 有 约束 条 件 时 泛 函 取得 局 部 极 值 的 必 


定理 1 设 x,EX 是 泛 函 在 约束 条 件 (7"22 ) 下 的 极 
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值 点 ， 且 xo 是 这 些 约 束 下 的 正则 点 ， 风 对 于 所 有 满足 中 
xo) 有 =0 的 hCGi=1,2,…,n)， 均 有 
f’(xo)h=0 (7.23) 

[让 明 ] 由 于 有 界线 性 泛 函 组 m1 (x60),ps (x ) ，…， 
pn (xn ) 线性 无 关 ， 故 存在 元 素 组 hi, 有 hh,,…,h, 六， 使 
下 列 n xn 和 矩阵 为 单位 矩阵 ， 

M= (Pm; (xo)h;)= (5;;)=1 

显然 ,hi ，… ,hs 是 线性 无 关 的 。 设 hE 六 满足 定理 条 件 ， 现 
在 引入 n+ 1 个 实 值 变量 syaiyos，…a* 考 府 ? 个 方程 

P11 Cxo tehtohit +ash,)=0 

mi (xoteht+ohit+r tah,) =0 (7.24 ) 


Pa (xotehtoahit+ toah, )=0 
此 方程 组 关于 变量 a 的 雅 可 比 行列 式 (在 2= 0，oi: = 0 处 ) 正 
好 等 于 1 有 村 | = 1 不 0， 于 是 根据 隐 机 数 存在 定理 ， 必 不 在 唯一 
的 一 组 《2 个 ) 定义 在 = 0 的 某 邻 域内 的 函数 4;(s)， 它 满足 


方程 组 (7.242) ,Ha 《0) =0, 车 记 h。(&) = a Co)h,, 
=l 
则 
h, (0)=0 ( 7.25) 
并 记分 量 为 a; ) 的 "维尔 量 w (se ) .这样 ,对 每 一 个 ;有 


0= 中 ;(Xu +eh+t ui(e)h;= mi(xo+eh 
j=1 
+ ho(e)) 
= pi(xo)+ mi xo) Eh) + Pi’ (xo)ho le)+OlE)+ 


一 249 一 


ol ll ps (zs)i) 
= pi (xo)ho(e)tole)+o() hole) | |) 


= EZ ale (x)hs+ole) to hs) li) 
即 a;(e)+o(l(e) to ho(e) | )=0, i=1, 
2,… ,11。 将 这 1 个 式 子 写成 矢量 形式 并 取 范 数 得 到 
laCle)l+o(e) +o(lhole) | )=0 (7.26) 
因为 hi ,有 ，…,R 线性 无 关 , 所 以 存在 常数 ds>di>0 使 得 
dilho Ce) lee) <dlh Ce) 
于 是 上 hh。( 8 ) 与 上 a(s) |] 是 同 阶 无 穷 小 ,根据 (7. 26) 即 知 
ho(e) l=o(s) (7.27) 
由 本 定理 假设 条 件 及 式 (7.24 ) ，(〈7。25 ) 不 难看 出 ， 函数 
VV Ce)y=f (xo+eht+ho(e) ) 
在 = 0 处 达到 极 值 ， 故 


df(lxo+t+eht+ho(e)) =0 
de Ea0 
再 由 关系 式 (7.27 ) 即 得 86f (xo; h)=0。 【证 毕 ] 


利用 定理 1 可 以 导出 拉 格 朗 日 乘 数 法 。 
定理 2 如果 x*。 是 泛 函 /在 约束 条 件 
qi (C(x) =0C7=1,,.,n) 
下 的 极 值 点 ， 且 Xo。 是 这 些 约束 条 件 下 的 正则 点 ， 则 存 在 ?个 
常数 %.，^ 入 ，,，… ,入 ,使 得 江西 


LOxsi)=f C(x)+ DS 和 ii(x) (7.28) 
i=l 


以 x "为 驻 点 ， 即 
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fx)+t 之 和 9 (xs) =0 (7.29 


例 1( 等 周 问 题 ) 在 连接 两 定点 4 及 B 而 长 度 为 1 的 光 
滑 曲 线 中 ， 确 定 这 样 一 条 曲线 ， 使 得 它 和 直线 段 4B 一 起 围 
成 最 大 的 面积 。 

以 通过 4 和 8B 两 点 的 直线 作为 x 轴 ， 且 设 xo 和 Xx 分 别 是 
十 和 了 的 寞 坐标 。 不 芒 认 为 所 求 曲线 在 区 间 [x。，x1] 内 是 
x 的 单 值 函数 。 于 是 问题 便 归 结 为 求 泛 函 


* 


/w= yl(x)dx 


弘 训 条 件 


x 
| A I+vyv dx=1 


下 的 级 大 值 。 
根据 定理 2， 极 大 点 (x) 是 泛 函 


L(Ov,))= | Cyriv/ityijdx Xl 
0 


的 驻 点 ， 代 入 欧 拉 - 拉 格 六 日 方程 ， 得 到 y 所 满足 的 方程 ; 


一 2 
Vity? 
从 而 
VC(y-D): 
” v—-D 
或 
yy-D)dY 


V i Cy DI 
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(x—-C)*+(v-D)’=A? 
所 以 ， 等 周 问题 的 解 是 一 条 通过 4、 了 了 两 点 且 长 度 为 1 的 贺 
弧 。 
定理 2 所 阐明 的 是 (7*"22 ) 式 所 示 的 有 限 维 约束 下 的 条 件 
极 值 。 下 面 我 们 进一步 讨论 无 限 维 约束 的 情形 。 
2。 无 限 维 情形 
这 时 ， 把 条 件 (7"22) 拓 广 为 
Blx)=0 (7.30) 
的 形式 ， 其 中 算 子 9 朱 一 和 ,Z 是 鞭 个 线性 赋 范 空间 : 当 之 = 
R" 时 ，《7.,30 ) 式 便 成 《7'22) 式 那样 的 形式 。 
定义 2 ” 设 疮 ，2 为 巴 拿 赫 空 间 ，X0 E EX, 算 子 ， 六 
一 在 Xo 的 邻 域 B(x，》 中 有 定义 且 连 续 可 微 (强力 许 意义 
下 )。 设 Xx。 满足 条 件 (7.30)， 月 有 界 线性 算 子 是 到 上 
的 ， 则 ( 称 x。, 是 算 子 的 正则 点 。 
为 了 获得 在 约束 条 件 (7.30) 下 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 和 需要 
下 述 著 名 的 反 函 数 定理 。 这 个 定理 的 证 明 较 繁 ， 这 里 从 上 略 。 
定理 3( 反 函 数 定 里 ) 设 x, 是 算 子 六， 式 一 了 的 正则 
点 ， 则 存在 关于 点 yw = 五 ( x6) 的 邻 域 B Cw ) 及 常数 0， 
使 得 对 于 每 一 个 YEBCy,，)， 方 程 F(x) = 有 解 ， 其 
解 x 满 足 上 x 一 xo | 志 & | y- Yo 。 
下 面 ， 我 们 来 推导 泛 沙 f， 匀 一 RR 在 约束 条 件 (7.31) 下 
达到 《局 部 ) 极 值 的 必要 条 件 。 
定理 4 设 沁 函 /在 x。€ 六 的 令 域 内 连续 可 微 ，x 6 是 全 的 
正则 点 。 如 果 xo 是 泛 函 1 在 约束 条 件 儿 (x)= 0 下 的 极 值 点 ， 
则 对 所 有 满足 多 人 《xn ?AR=0 的 FE 均 有 
f’'(x,。)h=0 (7.31) 
【证明 ] 为 确定 起 见 ， 设 Xx。 是 极 小 点 。 考 察 算 子 下， 六 
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一 XZ， 其 定义 为 (x)= 《f(x)，B (x) )。 假 如 
定理 不 成 立 ， 即 有 hE 六 满足 8 (xo ) h= 8 但 广 (xo)Rs0， 
显然 这 时 F Cxo)= (ff’ (xo), wb (xo) ) EB(X—>R 
xZ) 是 到 上 的 。 这 是 因为 根据 定理 假设 知 b (x。) 是 到 上 
的 ， 而 非 零 有 界线 性 泛 函 f(x。) 也 是 到 上 的 ， 于 是 根据 反 
函数 定理 ， 当 正 数 8 充分 小 时 ， 对 于 位 于 点 (f(x。)，0) 
的 邻 域内 的 点 (f(x。) 一 8，9), 方程 F(x)= (Jf( 
xX。) 一 8， 日 ) 有 人 解 x, 且 x 满足 上 x 一 xo 上 三 &8， 由 此 可 知 ， 
对 任意 的 2 二 0， 当 8 充分 小 时 上 |x 一 x。 | <s。 换 句 话说 ， 对 
任意 的 se>0， 存 在 x E 及 3>0， 使 得 册 x-xo 外 <e 且 已 ( 
x )=《f 《x。) -8,9)， 这 表明 x 不 是 /在 约束 条 件 5 (x ) 
= 8 下 的 极 小 点 。 [证 毕 ] 

定理 5〈 拉 格 朗 日 策 数 法 ) 设 江 滑 / 在 x,€ 的 邻 域内 
连续 可 微 ，x。 蚌 5B 的 正则 上 点， 如果 xo 是 泛 函 f 在 约束 条 件 中 
(Cx)=6 下 的 极 值 点 ， 则 存在 有 界线 性 泛 沙 z2,*€ 2*， 使 得 


拉 格 朗 日 函数 

L(x)=/ (x) +2*B(x) (7:32) 
以 x ,为 驻 点 ， 即 

f’' (x0) +2o*B (x,)=0 (7。33 ) 


式 (7.33) 中 左 端 的 第 二 项 应 为 两 个 有 界线 性 算 子 的 复合 
( 租 乘 ) 。 显 然 ， 当 QZ = RR 时 式 (7."33) 成 为 式 (7'29)。 

定理 证 明 从 略 。 

作为 定理 的 应 用 ， 我 们 再 来 考察 变 分 学 中 有 约束 宝 值 问 
题 。 


例 2” 设 C [a,0] 为 在 区 间 [ab 上 具有 连续 
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导数 的 " 维 矢 量 函 数 空间 。 考 察 定义 在 C ， [0,5] 中 的 泛 


函 
4 本 
10x) = | gc, x, +t) dt (7.34) 
在 下 列 条 件 下 的 极 值 ，x《+t) 具有 固定 端点 
Xl(a)=a, x(by=£ (7。35 ) 
旦 满足 约束 条 件 
pm lx, 1)=0 (7。36) 


9g 和 qm 都 是 实 值 函 数 ， 并 且 有 二 阶 连续 偏 导数 。 因为 具 
有 固定 端点 ,所 以 我 们 限于 考虑 在 6,5 处 取 零 值 的 增 景 h(t) 
ECata,0]， 兴 区 A(x ) 的 弗 力 许 微分 为 


在 
orsh)= | Cg (xoxst)h dt) 4g Cu, ,th 


Qt 


-| 《gw 一半 g’:), hy dt (7.37) 
函数 中 可 视 为 由 X= {x(t)ECI [a.b] ; XxX(a)= x 
(b=0} 到 2Z= {z(t) EC [a,bl ;2 (a)=2C6)= 

0 的 算 子 中 。 其 弗 力 许 微 分 为 
Sb (xsh)= 《中 ，A (7.38) 
ee [a,5] 时 ， 沿 着 极 小 值 点 x〈( + ) 所 有 偏 导数 
< “不 同时 为 零 。 这 时 在 极 值 点 x (4) 处 式 (7.38) 中 的 强力 


许 导数 中 《xx ) E BL > 了 ) 是 到 上 的 。 这 是 因为 对 任意 的 
z(t) €2, 选取 
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(pr )"2(t) 
(Pr Pe’ )T 
则 A Ct) EX， 是 满足 9 Cx )h=z(t)。( 式 中 (mp, ) 是 
n 维 炙 量 ，(r.) 是 它 的 转 署 的 2 维 列 矢量 )。 于 是 由 是 
理 5， 即 存在 “ 近 格 良 日 乘 数 ”z*，z*€ Z*， 一 般 地 表示 为 


hlt)= 


5 


C2,2*) -| z(t1)dz2*(t) 


a 


其 中 zx (+t) EV，[a、5] 。 在 通常 情况 下 ， 上 式 可 写 为 
到 


zy =| z City d+ (7.39) 


因此 必要 条 件 变 为 : 
gs tt) pe 0 (7.40) 


这 就 是 式 (7.34 ) 在 约束 条 件 (7.36 ) 下 的 极 值 点 所 满足 的 
方程 。 
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附录 ] 实数 与 极限 论 


泛 函 分 析 的 理论 ， 儿 平 都 建 避 Da 在 完备 空间 的 的 基础 上 ， 
一 些 抽 象 空间 的 完备 性 问题 ， 义 是 oad 4 完备 作 《 这 续 
全) 和 1 -和 发 展 ,为 此 .我 们 不 得 不 介绍 一 下 实数 的 理论 。 


S [1 有 理 数 


- 切 形 如 的 数 称 为 有 理 数 〈《 此 处 mr 是 下 整数 ，?” 古 整 

数 )。 或 者 说 ， 一 切 循 环 小 数 ( 包括 有 限 小 数 )， 如 3.813 

…( 记 为 3,813 ) ，0.560783783…( 记 为 0.560783 ) ， 
和 年 称 为 有 理 数 。 

需要 注意 的 是 ， 以 上 两 种 说 法 是 完全 一 致 的 ， 因 为 对 任 

一 个 二 ， 总 可 表示 为 上 = n+ 如 ,其 中 p 与 p1 都 是 整数 ， 


_ _ p a 2 / _ 
0spi7， 丽 = oorirs (或 有 限 ， 或 无 恨 循 环 ， 无 


其 它 可 能 。 反 之 ， 任 何 一 个 循环 小 数 ， 总 可 化 成 一 个 确定 的 


n 
后 我 们 用 @ 记 全 体 有 理 数组 成 的 集合 ， 有 理 数 具 有 下 
列 性 质 ， 
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i°* 丰 序 性 
对 于 任何 两 个 有 理 数 ec 与 5， 必定 成 立 下 列 三 个 关系 中 的 


a=b,a<b,a>b 
并 下 和 鞠 a 导 上 且 0<c， 则 ac 一 c。 


2 -稠密 性 
对 于 任何 两 个 有 理 数 e 与 之 间 必 定 存 在 其 它 的 有 理 数 ， 
且 具 有 无 限 多 个 。 例 如 a 二 5， 则 对 于 r= 十” 有 a<v<b。 


于 是 又 可 证 明 在 a 与 + 以 及 -与 6 之 间 都 存在 有 理 数 等 等 。 

全 体 有 理 数 可 用 直线 上 的 点 来 表示 。 这 是 这 样 做 的 ， 在 
直线 上 任 取 一 点 ， 作为 数 0， 这 点 称 为 零点 或 原点 。 在 原点 
右 方 任 取 一 点 ， 作为 数 1 的 点 。 这 样 就 决定 了 长 度 的 单位 ， 
就 是 以 0 与 1 为 端点 的 线段 。 用 单 位 长 度 从 原点 向 右 量 " 
次 ， 得 到 的 点 就 是 数 ?， 而 从 原点 向 左 量 "次 所 得 到 的 点 就 是 


。 这 样 就 得 到 所 有 的 整数 点 ， 要 得 到 分 数 人 的 点 。 可 以 
把 单位 长 度 分 成 9 个 等 分 ， 然 后 取 其 中 的 一 等 分 从 原点 向 右 


基 p 次 ， 就 得 到 的 点 ， 若 从 原点 向 左 量 ， 就 得 到 - 卫 的 


点 ， 这 样 就 在 直线 上 得 到 了 有 理 点 集 ， 其 中 任 一 点 与 原点 的 
距离 等 于 单位 长 度 的 有 理 数 倍 ， 这 点 就 表示 该 有 理 数 。 

可 以 注意 的 是 ， 为 了 表示 有 理 数 并 没有 用 尽 直 线 上 所 有 
的 点 ， 就 是 说 ， 并 不 是 直线 上 所 有 的 点 都 是 有 理 点 。 

要 证 明 这 个 事实 ， 可 以 做 一 个 边 为 单位 长 的 正方 形 ， 而 
把 正方 形 的 对 角 线 从 原点 向 右 放置 在 直线 上 去 。 这 样 就 得 到 
一 点 a。 效 证 明 a 不 是 有 理 点 ， 事 实 上 ,如 果 设 4 是 有 理 点 , 即 
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4 与 原点 的 距离 等 于 是 一 有 理 数 r。 但 因 这 距离 等 于 溉 长 为 
1 的 正方 形 的 对 角 线 长 ， 故 应 有 六 = 2。 

因此 ， 假 设 x 是 有 理 点 就 等 于 假设 在 在 一 个 有 型 数 ， 其 
平方 等 于 2。 现 在 证 明 ， 由 这 种 假设 可 导出 泽 抽 。 设 和 = 2， 


其 中 > 是 有 再 数 ， 印 可 写成 既 约 分 数 r= 二 的 形式 。 由 雍 ( 人 
= 2, 而 入 = 292 , 故 加 是 偶数 。 但 这 样 一 来 bp 就 必须 是 偶数 , 因 


为 如 果 p 不 是 偶数 , 则 p? 亦 不 能 是 偶数 。 于 是 p-2p’ ,由 (29 )? 
= 2g’ 得 2p'*= gq: ,由 此 知 g? 以 及 4g 亦 为 偶数 ,就 是 9 = 28。 


这 样 ,分 数 巡 = -好 六 将 是 可 约 分 的 ,但 我 们 原来 假设 r= 了 是 


既 约 分 数 。 所 得 到 的 矛盾 就 证 明了 并 不 站 在 平 : 方 半 于 2 的 有 再 
数 ， 同 时 也 证 明了 a 不 是 有 理 点 。 

”这 样 ， 要 想 给 直线 上 每 一 点 以 一 个 对 应 的 数 来 表示 这 点 
的 距离 有 理 数 Q 是 不 够 用 的 。 此 即 有 理 数 的 不 完备 性 ， 也 
称 不 连续 竺 ， 形 象 地 说 ， 有 理 数 点 虽然 铜 密 ， 但 还 有 空 eh 
好 比 用 快刀 切 直 线 ， 可 能 切 至 空 处 一 样 。 为 合 建 立 数 集 与 直 
线 点 集 之 闻 的 一 一 对 应 成 为 可 能 ， 必 须要 给 数 集 添加 新 的 元 
素 ， 就 是 必须 拓 广 数 的 概念 ， 而 引进 所 谓 无 理 数 。 


8 T.2 实数 


在 本 节 里 我 们 以 有 理 数 为 基础 建立 实数 的 理论 。 尽 管 人 
们 早 就 在 利用 实数 一 一 有 理 数 或 无 理 数 ， 然 而 什么 是 无 理 
数 ? 这 个 问题 直到 十 九 世 纪 后 半 叶 才 得 到 严格 解决 。 这 方面 
的 理论 很 多 ， 方 法 也 各 有 优 缺 ， 在 一 些 数学 分 析 的 教科 书 或 
参考 书 上 分 别 的 作 了 详细 的 介绍 ， 不 在 这 里 一 一 的 叙述 了 。 
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是 介绍 其 中 一 种 定义 实数 的 方法 。 主 要 还 是 将 在 下 一 
给 出 反映 实数 连续 性 〈 完备 性 ) 的 一 系列 基本 定理 。 

定义 1 设 cl,as，… av … 痢 是 有 理 数 ， 假如 对 任意 的 
正 有 理 数 。 人 存在 自然 数 W， 使 得 沼 之 人 时 ,不 等 式 

jc 一 (< (I.1) 

成 立 ， 就 称 { ao, } 是 基本 有 还 数列 。 

设 {e,} 和 {65,} 是 两 个 基本 有 理 数 列 ， 若 对 任 一 正 有 
理 数 :， 有 自然 数 V， 使 得 当 m>>N 时 不 等 式 


las~b:|<e (1.2) 
成 立 ， 束 称 基 本 有 理 数 列 { Gy } 与 与 { 5， } 相 等 = 和 9 记 做 
{a }= {6,} 


我 们 称 检 本 有 理 数 列 是 一 个 实数 。 规 定 相等 的 基本 有 理 
数列 是 同一 个 实数 。 
引 理 1 基本 有 理 数 列 { a,} 是 有 界 的 ， 即 有 一 个 有 理 
数 肝 ， 使 得 对 一 切 自然 数 %"， 戌 立 着 
la, | 志 H 
[证 明 ] 因为 { 0, } 是 基本 有 理 数 列 , 所 以 对 s= 1 有 自然 
数 访 ， 使 得 当 r 宇 入 时 《了 工 -1 ) 成 立 ， 即 
la, ~ axw[<1l 
从 而 汝 ?之 六 时 有 
las | <|es] 十 1 
令 有 = max{ [ea， | ,ao …， an | +1}, 那 末 用 是 有 理 数 ， 
而 且 对 一 切 自然 数 ? 都 有 
|o,| 反 好 5 证 毕 ] 
引 理 2 《1) 设 {a, } 与 1{5。} 是 两 个 基本 有 理 数列 ， 
那 末 {a,+b,}，{ a.6,}) 都 是 基本 有 理 数列 。 
(2) 如果 {a,}，{a }， {65。} 和 {6,. } 都 是 基 
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本 有 理 数 列 ， 而 上 且 
{as}= {a fp = } 
必 有 {a,+b, = {fas +b  }, {a.b,}= {a,b,” }。 
5 证 明 ] 由 引 理 1, 有 下 有理数 4, 使 得 对 一 切 自 然 数 "成 
立 着 
oAd, 0 <A, |b,!<A, |b,’ |<4 
设 s 是 一 正 有 理 数 ， 有 下 然 数 N 使 得 不 等 式 


[as— en) < 24? I6.—b. < 2 


la a I< og fe-b, 3 
-< A 


对 一 切 #，m 之 入 成 立 。 那 未 当 n，m 之 入 有 时， 
lanb»— anb.|= |as(bs— 0b.)+b Cas— ad,); 
All ~b,.| +Alc,—-a,|l<e 
所 以 { a,6,) 是 基本 有 理 数列 。 又 当 n>N 时 ， 
iasbn—an’ bs |= la (pb )+bs Co 一 GD)| 
EAIb. -6 1+Ala,—~a,’ |<e 
所 以 fa = lasb,  }。 
其 余 可 以 类 似 地 证 明 。 
利用 引 理 2 可 以 规定 实数 的 运算 如 下 ， 
定义 2 设 a* {a,。},， b= {4b,} 是 两 个 实数 ， 称 实数 
{as+b,} 为 “a 加 5 的 和 ”， 记 做 a + 6， 称 
{ a0s} 为 “a 乘 0 的 积 ”， 记 做 a"8 或 ab。 
引 理 2 说 明了 a +b6，a*b 确 是 实数 ， 而 且 有 确定 的 意义 ， 
就 是 说 ， 如 果 a=a ，58=p8，、， 那 林 必 然 C+6= a +b/， 
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aoDp=a'。b'。 
我 们 简 记 e+ ( -0) =a-~b， 称 为 a 减 6 的 差 。 容 易 明 
白 ， 0 一 G= 一 Go 


当 5s0 时 ， 简 记 erb-: = 4 《或 oAAb ) ， 称 为 4 除 以 6 


的 商 ， 或 称 c 与 5 的 比值 ， 也 可 记 作 a:p。 

容易 看 出 ， 如 有 果 a= {as}，0= 《as}， 那 末 a-6= 
(as 一 6 }; 0， 六 用 一 团 6 全 不 为 0 时 ，aAD= {Lan 
bs})o. 
、 ”上 而 规定 好 了 实数 的 运算 ， 下 面 来 规定 实数 的 顺序 。 

定义 35 设 a = { Qa» }，, b= {5, } 是 两 个 实数 ， 假如 有 
正 有 理 数 5 利 自 然 数 六 ， 使 得 当 "> 六 时， 

iv 一 站， 六 

那 来 称 p 小 于 c, 记 作 8<cy 或 称 o 天 于 2， 记 作 c>o。 

容易 证 明 , 芳 基 本 有 理 数 列 {a, = 人 ta) (1D。}》= 
{51 ), 那 宋 当 fa < 一 1D 时 ,fa 一 1 所 以 
2<b 有 确定 的 意义 。 

定理 1 ” 设 a，5 两 个 实数 ， 那 末 三 个 关系 

a=b,a<b,a>b 

必 有 一 个 成 立 ， 而 且 只 有 一 个 成 立 。 


证 明 从 吵 
此 外 还 可 以 证 明 ， 实 数 的 顺序 与 代数 运算 之 间 有 下 面 的 
基本 关系 


定理 2 ” 设 c, ,ce 是 三 个 实数 ， 如 果 <<b， 那 来 e+c<<B 
十 C， 如 果 又 有 a 二 0， 那 未 arc< 二 bee。 

特别 地 ce>0， 与 -ae<0 是 等 价 。 

定义 4 大 于 0 的 实数 称 为 正 数 ， 小 于 0 的 实 数 称 为 负 
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数 。 
设 a 是 一 实数 ， 记 1a| 为 如 下 的 实数 ， 当 a 宇 0 时 ，|a| 
=a， 当 a<0 时 ，|al= -a， 称 |a| 为 实数 a 绝对 值 。 
容易 证 明 ， 如 果 { ec, } 是 基本 有 理 数列 ,a= { oc,}， 屠 
来 jcj= { ja, }。 因 此 ，a 的 绝对 值 |a| 有 确定 的 意义 。 


由 定理 2 易 知 
定理 5 设 o 和 4b 是 实数 ， 那 未 jab| = |jcj…， |b， 
并 且 


lat+bi<|al+|6| 
把 有 理 数 和 一 部 分 实数 等 问 起 来 ， 这 样 一 来 ， 有 理 数 就 
是 实数 的 一 部 分 了 。 
最 后 我 们 来 证 明 有 理 数 在 实数 中 是 处 处 稠密 的 ， 就 是 要 
证 明 任 何 两 个 实数 之 间 必 存在 有 理 数 。 
定理 4 设 a，% 是 两 个 实数 ; a<b8， 那 来 必 有 有 理 数 
c 适合 
a<e <b 
[证 明 ] 设 a= {a,s}),b= {6,}, 由 于 {os}< 达 {bs,} 
必 有 正 有 理 数 8 和 自然 数 入 ， 使 得 当 n 宇 入 时 有 
bb.—as>d 
又 因为 { at} 及 { bs,} 是 基本 数列 ， 必 有 NN ;之 入， 使 得 当 
,1 宇和 N11 , 寺 ， 


， 
[19 一 ao 二 本， |b -bn| < 


取 ”bx -9 = ce， 这 是 有 理 数 ， 并 且 m>>N 时 有 
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0- -90 
2 2 4 
所 以 (> c }; 又 当 了 m 宕 N ,时 ， 
oar=bn dn tlan -oo >8- 人- 
四 
= 1>0 
即 1c }> {a,}。 [证 毕 ] 


$ 工 '3 关于 实数 列 的 极限 理论 


现在 利用 上 面 建立 的 实数 理论 ， 来 证 明 极限 理论 中 的 几 
个 基本 定理 ， 考 虑 到 这 些 基本 定理 的 重要 意义 ， 虽 然 有 些 定 
理 在 第 二 章 里 已 经 作 了 介绍 ， 但 是 我 们 还 是 把 它 录 下 ， 只 是 
把 证 明 略 去 。 
定义 1 ” 设 {a,} 是 一 实数 列 。 如 果 有 实数 4 适合 如 下 
条 件 ， 对 于 任何 正 数 2， 存在 自然 数 入 ， 使 得 当 n 坟 尺 时 成 立 
Ila. ~ a|<ge 


那 末 称 实数 列 { a。} 收敛 于 极限 s， 记 为 imoav = a。 


定理 1 数列 { ea } 收敛 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 一 正 数 
9 存在 自然 数 祥 ， 使 得 当 n,m 宇 NN 时 ， 


la — a, |<e (1.3) 
这 就 是 著名 的 哥 西 (Cauchy ) 收敛 原理 。 
证 明 兄 § 2-5 定理。 


定理 2 设 { ac, } 是 单调 增加 的 实数 列 ， 
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Gd (C1.4) 
而 且 { a,} 是 有 上 界 的 ， 那 末 { ec。 } 必 收 敛 。 
[证 明 ] 用 反 证 法 ,假设 { a. } 不 收敛 。 那 末 必 存在 某 个 
正 数 e。， 使 得 对 于 任意 给 定 的 自然 数 N， 不 等 式 
las~—an|<eo 
不 能 对 一 切 大 于 或 等 于 入 的 x?，m 都 成 立 。 于 是 当 入 = 1 时 ， 
便 有 自然 数 n)，m,1 使 得 
1awi 一 an lssn 
不 妨 假 设计 mm 取 N=21+1， 必 有 7?，，ms 宇 8 十 1 使 得 


Gu 一 an 二 3u 


不 妨 设 ms* >ms。 这 样 继续 下 去 ， 可 以 得 到 舱 然 数列 
mj < mR 


使 得 lo,，- co,|=s。 但 由 于 { oa。 } 是 单调 增加 数列 ， 


有 ac, > co 所 以 ao- ass= Gr 一 Gs, 之 84。 从 而 
得 到 

G，， 宇 a. m+ Eo -> Ge ， 十 2 -> a ， 十 2 8 二 
Qn ,+ heo 


对 于 任 ; 尊 给 定 的 正 数 a， 取 充分 大 ， 可 使 得 9。+Ee > 
a， 这 样 一 来 ， 得 到 
Gn,>a 
这 和 { c, } 是 上 异 的 假设 相 汗 盾 。 所 以 { a，} 收敛。 
[证 毕 2 
定理 5 设 1 ,= [es,6.] ，%=1,2，… 是 一 列 单调 下 
降 的 闭 区 间 : 
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T1D1 ;DD ,DO 


并 且 它 们 的 长 度 趋 于 0，lim (6,~ a。) = 0， 那 末 必 有 唯一 
的 实数 5E 门 工 ,， 而 且 


E=lim a,=1lim 6b, 
n=->% 前 一 > co 
[证 明 ] 容易 看 出 ， 各 区 间 的 端点 之 间 有 着 顺序 关系 ， 
a Sa GO Eb EO (C1.5) 
所 以 {a,} 是 一 列 单调 增加 旦 有 上 界 的 数列 ， 由 定理 2， 必 
存在 极 限 5= lim ao 又 由 lim (b， 一 0,1=0， 立即 得 知 


{6,} 也 收敛 并 且 5 = lim 68,。 由 (1。5) 知 道 6,<<5<6, 对 一 切 


自然 数 ?成 立 . 所 以 EE 月 工 ,。 显 然 并， 只 含有 这 一 个 


点 。 ， f 证 毕 ] 

这 就 是 有 名 的 康 托 (Cantor) 区 间 套 定理 。 

用 区 间 套 定理 可 以 证 明 下 面 诸 定理 。 

定理 4 直线 上 不 空 的 有 界 点 集 必 存在 唯一 的 上 (下 ) 
确 界 。 

证 明 参 看 $ 2.6 定 理 。 

定理 5 〈 波 尔 察 诺 - 维 尔 斯 德 拉 斯 ) 任何 有 界 数列 必 有 
收敛 子 数 列 。 

[证明 ] 由 区 间 套 定理 证 明 ， 读 者 可 与 8$ 2.1 该 定理 的 
证 明 方 法 作 一 比较 。 
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设 数列 {x, } 是 有 界 的 ， 即 有 正 数 N， 使 得 { x。}CC 
[- 入 ，N] 。 于 是 在 两 个 区 间 [- 入 ,0] ， [0，N] 中 
必 有 一 个 含有 { x 。 中 的 无 限 多 项 ， 记 这 个 区 间 为 11( 如 时 
两 个 区 间 同 时 含有 { x，} 中 无 限 多 项 ， 那 来 任意 取 一 个 作 
为 7 ) 。 辟 如 说 六 = [0,，N] ， 将 六 等 分 为 二 ， 

[0, 21 ， [2 N] 

选 其 中 含有 {x。} 中 无 限 多 项 的 一 个 ， 记 为 Ts。 依 此 继续 
下 去 ,得 到 一 列 财 区 间 卫 72， … ,了 。,… ,其 中 每 个 I， = [a», 


TDF,D… DODO, DO 


而 且 其 长 度 - 直 - ; 趋 于 0 ( m->co ) 。 由 区 间 套 定理， 有 8&E 


E= lim av = lim b, 
# ~ 一 oo 一 > co 


因为 每 个 1 中 含有 {x。} 中 无 限 多 项 , 取 x ,1 € 71, 再 取 x，2 
和 《7: 日 s:>ni， 依 此 下 去 , 那 末 有 {x.} 的 子 数 
列 {x,,} 通 介 xX。 ET 


QirEXn EDber k= 1, 2， “1 


所 以 lim xa,= 6 5 证 毕 ] 


定义 2 设 D 是 直线 上 的 点 集 ，B3 是 一 族 开 区 间 。 如 果 
U (a, 8 DD 


(a8B)eB 
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就 说 区 间 族 3 覆 膏 万 。 

定理 6 海 涅 ~- 鲍 莱 尔 设 B 是 一 族 开 区 间 ， 履 盖 着 有 界 
闭 集 人 六。 那 末 必 可 以 从 B 中 选取 有 限 个 开 区 间 来 禾 盖 下 。 

证 明 参 看 $2.7 定 理 。 

我 们 还 可 以 拓 广 实数 列 收敛 的 意义 ， 允 许 它 收 伍 到 圭 


拓 广 了 极限 的 概念 后 ， 可 以 解除 上 面 一 些 定理 中 关于 数 
列 有 有 或 有 上 界 或 有 下 界 的 限制 。 


一 267 一 


附录 了 连续 函数 和 函数 列 一 致 收效 


在 这 里 将 要 介绍 函数 六 4(CR) 一 及 的 连续 性 , 紧 集 上 连 
续 函 数 的 一 系列 重要 性 质 ， 它 们 是 高 等 数学 中 不 曾 证 明 过 的 
而 在 应 用 中 理论 上 都 十 分 重要 的 有 界 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 
的 推广 .还 要 简单 地 介绍 一 致 连续 与 函数 列 一 致 收敛 的 概念 。 


$JI .1 这 续 子 数 
首先 回顾 一 下 函数 极限 的 定义 


设 f/:， 4 一 RR，x。E 4， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 :， 存 
在 着 正 数 6>>0， 使 得 当 x € 4，0<|x -xo|1<3 时 ， 有 
[f C(x) -I|<e 
则 称 / (x ) 在 xs 点 处 有 极限 1， 记 为 
lim f(x)=/ 
注意 的 是 ， 这 里 的 集 4 可 能 不 再 是 简单 的 区 问 ， 可 以 是 
中 较 一 般 的 点 集 。 
定义 1 设 /， A 一 RR，x,€ 4， 如 果 : 
limf ‘x)=/ (x0) 
则 称 7 在 点 xo 是 连续 的 。 如 果 / 在 4 的 每 一 点 连续 ， 就 称 7 
是 连续 函数 。 或 称 ] 在 4 上 是 连续 的 。 
等 价 地 有 连续 的 一 6 形式 的 定义 ，: 
如 果 对 于 任意 给 的 正 数 :， 存 在 着 5>>0， 使 得 当 x。& 4， 
一 X6 | 过 6 时 都 有 
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1 (x)—-/ (x,)|<e 
则 称 f 在 Xo 点 连续 。 类 似 地 定义 连续 函数 。 
如 采用 邻 域 来 定义 ， 记 
ue(f (x0))= {yyERI|Iy- f(x0)|<e} 
这 表示 RR 中 点 |〈( x。) 的 6 一 邻 域 。 那 末 显 然 有 
f 在 xuE .4 连续 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 给 的 正 数 es， 在 
在 着 正 数 8， 使 得 
f CAN (XxX0) ) Cuslf (xo)) 
也 即 ANus (xo ) Cf! (use lf (x0)) 


于 是 我 们 可 以 用 邻 域 形式 来 定义 连续 函数 了 。 
定义 1 设 /:， 4->RR，x,€ 4， 如 果 R 中 f(x。) 的 任 
一 e- 邻 域 的 原 象 {-! (re ( (x6) ) 总 包含 4 中 点 xo 的 某 个 
3 - 邻 域 ， 即 xs (>，) ， 则 称 f 在 点 x。 是 连 续 的 。 相 应 地 也 


可 定义 连续 函数 。 
下 面 我 们 介绍 一 下 一 致 连续 的 概念 。 
定义 2” 设 /; 4 一 尺 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 s*, 存在 
只 依赖 于 se 的 $= 5《 8 )， 使 得 4 中 的 任何 两 点 x1，x:， 只 要 
|x1 xX:! < 时 ,. 都 有 
|f (x1)-/f (x,) |<e 
一 致 地 成 立 ， 则 称 / 在 4 上 是 一 致 连续 的 ， 或 者 称 / 是 一 至 
连续 函数 。 
下 面 我 们 把 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 用 更 一 般 的 形式 
《推广 到 紧 集 上 ) 列举 如 下 ， 证 明 可 参阅 任何 一 本 数学 分 析 
教程 。 
定理 1 设 4 是 R 中 的 紧 集 ,f ;4->R 是 连续 函数 , 则 f(A》 
是 R 中 的 紧 集 。 换 句 话说 ,连续 函数 总 是 把 紧 集 映 射 为 紧 集 。 
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定理 2 〈 介 值 定理 ) 设 /， [a.p] 一 及 是 连续 函数 ， 
则 /7 在 [a.6] 上 取得 f(a ) 与 F02) 之 间 的 一 切 值 。 

定理 3 设 4 是 非 空 紧 集 ，/，-4 一 是 连续 函数 ， 则 

(1) 了 是 有 界 的 。 

(2 ) f 取 到 最 大 值 与 最 小 值 。 

(3) f 是 一 臻 连续 的 。 


$ [2 画 数列 的 收敛 与 一 致 收 修 概 念 


本 节 介 绍 一 下 函数 列 的 收敛 与 一 致 收敛 的 概念 。 
定义 1 设 f.: AR(n=1,2，…),f: 4 一 下 ,如 果 
对 每 个 固定 的 x€ 4， 都 有 
lim fr(x)=f(x) 


则 称 函 数列 { 了, ) 收 和 你 于 /，/ 称 为 1 ) 的 极限 函数 。 
用 8 一 入 形式 ， 可 描述 如 下 ， 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e， 存 在 着 自然 数 N， 使 得 当 n>> 入 
时 ， 都 有 
lf ,Cx)~-f (x)|<e 
定义 2 设 /f,，A>R(n=1,2,…),f: 4 一 尺 ， 如 果 
对 于 任意 的 正 数 e， 存 在 着 自然 数 N = N( se 7 (只 依赖 于 s)， 
使 得 当 "?> 六 时 ， 对 一 切 xE 4 都 一 致 地 有 
If。CxX)-f(x) |<e 
则 称 函 数列 { 有,} 是 一 致 收敛 于 7 的 ， 或 称 { f,} 在 4 上 一 
致 收敛 于 /。 记 为 


lim (xy) 二 致 FCx ) (xE€A) 
n> 
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或 记 为 f(x) f(x) (x€4) 
显然 ， 当 六 ,一致 收 伍 于 /时 ，/, 必 收 伍 于 /但 反之 来 必 
成 立 。 . 
一 般 说 来 从 定义 出 发 判定 函数 列 是 否 一 致 收敛 是 不 方便 
的 ， 为 此 ， 我 们 介绍 如 下 常 币 的 一 致 收敛 的 判定 法 则 。 
定理 设 f,f,; 二 >R, 则 f ,一 致 收 僵 于 f 的 充 要 条 件 是 


lim sup :jf. (x)-/(x)|=0 


5 证 明 ] 必要 性 : 设 f ,一致 收 合 于 f , 则 对 于 任意 的 正 数 
&， 存 在 N=N(8)， 使 得 当 n 宝 时， 对 一 切 x € 4 都 有 
If.(x)-f(l(x)!<e 


因此 ， sup ‘f(x)-f (x) |<e 
即 lim sup |f.(x)-/f(x)y|=0 
六 oo x“ed 


充分 人 性: 设 lim Sup {f(x)-f(x)|=0 
则 对 任意 给 定 的 正 数 se， 存在 NW， 使 得 当 ">> NMW 时 ， 都 有 
sup |f. (x)-f(x)|<s 


因此 ， 对 任何 x € 4， 成 立 
[If,.(x)-f(l(x)|<e 


也 即 f -一 致 收 钱 于 f。 f 证 维 ] 
例 1 设 / (> ) = xXE [0,1] 


易 知 lim f,(Cx)=0,x€ [0,1] 
nf—>o 
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也 即 /。(Cx ) 的 极限 函数 是 [0.1] 上 的 零 函 数 ， 根 据 定 理 。 
易 居 | 


， 日 1 
SUBb (2) 一 xx)| = sup 人 ->0 (1 
“Cos1; xecor1) 
—> 2 ) 
所 以，7/ ,是 一 致 收敛 于 0 的 。 
例 2 设 f，(x)=x" XC [0,1] 
另 知 lim fx) = xE€ [0,1) 
"> i x=1 


但 f(x ) 不 是 一 致 收敛 的 。 
因为 sup |f.Cx)-/ (x)|=1 


x efr0oyl7 
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附录 下 数 集 的 测度 与 可 测 函 数 


测度 概念 在 4 中 是 长 度 概念 的 推广 ,在 中 :中 是 面积 概 念 
的 推广 ， 调 县 可 以 越 出 尺 " 在 抽象 空间 定义 测度 测度 论 不 只 
是 近代 积分 论 的 基础 ， 在 共 它 数学 分 支 里 也 有 广泛 的 应 用 。 


$ 下 "1 数 集 的 测度 


为 了 便 二 理解 ,我 们 着 重 介绍 尽 中 有 界 点 集 的 勒 忠 格 测 
度 〈 简称 测度 ) ， 有 关 概 念 各 结果 容易 推广 到 R' 中 的 点 集 
上 去 。 

简单 直观 地 讲 ， 中 集 4 的 测度 就 是 区 间 长 度 概 念 的 推 
广 ，R: (或 R* ) 中 集 4 的 测度 就 是 区 域 面 积 ( 或 体积 ) 概 
念 的 推广 。 因 此 ， 对 有 界 区 间 集 ; 

44= (aqa,0) 或 Cae,p],(a,b]，[ayp) 
把 4 的 测度 记 为 mm(4 )， 自 然 应 定义 为 它 的 长 度 : 
m(A)=0-a 

我 们 把 这 个 测度 一 一 长 度 的 性 质 归 纳 如 下 ; 

(1) 和 集 4 的 测度 m 《了 4 ) 是 一 个 实数 ，m ( 4 ) 宇 0; 

(2) 若 A4, 己 4,， 则 m( A,) 万 m(A,)， 

《 3 ) 空 集中 的 测度 为 0， 即 m (中 》= 03 

《4 ) 集 的 测度 是 有 限 可 加 的 ， 山 


车 4 = U4 则 mC A4 ) = Fm(Ai), 
> £=1 
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把 以 上 有 关 长 变 (或 面积 、 体 积 ) 的 性 质 ， 推广 到 不 中 


的 一 般 集 上 ， 而 引入 测度 的 定义 。 下 面 我 们 分 步 
集 的 测度 定义 ， 


缚 给 出 有 办 


定义 ! 非 空 有 界 开 集 G 的 测度 m( G ) 筑 定 为 共 开 有 构 
成 区 间 的 长 度 之 和 ( 车 G 有 可 列 个 构成 区 间 ， 别 因 G 有 内， 


故 m( G ) 是 一 正 项 收敛 级 数 之 和 ) 。 
显然 有 有 ， 


(1)GCG: (0CG，G: 都 是 有 界 开 集 ) ， 则 有 有 


m(G) <m(G,) 
(2)m(GUG,) <m(G)+m(G,) 
定义 2 ” 非 空 有 界 闭 集 环 的 测度 mm (FF ) : 
设 FC(A，B))， 则 规定 


mC(F)=(B-A)-m((A, B)-F)., 


这 里 因 ( 4，B ) -下 是 属于 (4，8B ) 的 一 个 开 集 ， 


故 
m((A, B)-F) 


有 意义 ， 从 而 m( 五 ) 有 意义 ， 且 有 m( 己 ) 宇 0， 此 外 不 难 


证 明 上 述 m( 互 ) 与 (4，B ) 选择 元 关 ， 叉 显然 有 : 


(1) 有限 集 是 有 界 闭 集 ， 测 度 为 03 


(2 ) 若 忆 CE (下,，F ,都 是 有 界 闭 集 )， 则 有 m 


(五 ; ) 三 m《 玉 , )( 由 定义 1 之 (1) 可 得 )。 
(3 ) 车 有 界 闭 集 FC 有 界 开 集 G， 则 有 ， 
ml(F)<m(G) 


由 以 上 两 个 定义 知 ， 有 界 开 集 ， 有 界 闭 集 的 测 


个 非 负 实 数 。 
下 面 我 们 论述 任意 有 界 集 的 测度 问题 : 
我 们 知道 ， 对 任何 一 个 非 空 有 界 集 忆 ， 至 少 有 - 
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度 都 是 一 


一 个 包含 


互 的 有 界 开 集 G 存 在 〈 这 只 需 取 充 分 大 的 WwW,， 便 知 有 C= 
(一 入 ，N)， 使 ECG)， 又 至 少 有 一 个 非 空 的 有 界 闭 集 下 
属于 EE (这 只 要 取 xX EEE， 邻 上 = {x}， 因 单 点 集 {x} 是 
闭 集 ， 故 结论 成 立 ) 。 由 此 便 可 众 臣 玫 、 闭 集 的 测度 定义 来 
定义 任意 有 界 集 的 测度 

定义 3 车 玉 是 任 意 的 非 宇 有 有 界 集 ， 则 称 一 切 可 能 包含 
已 的 有 界 开 集 测度 之 下 确 界 为 妃 的 外 测度 ， 记 为 mr (EE )， 
即 

mx (EF)=inf {mt(G)|G 为 包含 E 的 有 界 开 集 } 

由 于 包含 E 的 有 界 开 集 存在 ， 又 总 有 m( G ) 宇 0， 故 此 
定义 为 合理 的 ， 且 易 见 ， 对 任何 有 界 开 集 G， 它 的 外 测度 m* 
《 G ) 总 是 等 于 它 按 定义 1 定义 的 测度 m( G ) 。 

我 们 注意 到 外 测度 的 定义 ， 实 际 上 是 相当 于 用 圆 外 切 多 
边 形 的 面积 来 近似 圆 的 面积 。 我 们 自然 想到 另 一 个 办 法 一 一 
用 加 内 接 多 边 形 近 似 贺 面积 的 办 法 。 如 果 外 测度 表示 的 是 从 
外 面 往 里 面 挤 的 话 ， 那 末 ， 下 面 引 进 的 内 测度 就 是 从 里 面 往 
外 膨胀 。 

定义 4 若是 任意 的 非 空 有 界 集 ， 则 称 一 切 可 能 属 于 
E 的 有 界 闭 集 的 测度 的 上 确 界 为 E 的 内 测度 , 记 为 mx(E)， 
即 

mx《 导 )=sup {m《F) iF 为 属于 E 的 有 界 闭 集 } 

由 于 属于 EE 的 非 空 有 界 闭 集 总 是 存在 的 及 总 pd 
过 m《 G )《 这 里 G 是 包含 E 的 某 个 开 集 )， 故 此 定义 为 合 
的 ， 且 易 见 ， 对 任何 有 界 闭 集 ， 它 的 内 测度 mx ( 玉 ) 庆 和 
于 按 定 义 2 定 义 的 测度 m 《已 ) 。 另 外 ， 由 ECEcG 推 知 F 
CG， 故 

ml(E)=sup{m(F)}<m(G) 
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从 而 有 mx (天 过 int1mCG) =Aiy( 已 )。， 即 
ma CCE) <<m*(E) 
定义 5 设 声 是 任意 有 界 集 ， 若 有 ?ex ( 下 ) = mx*( 巨 ), 则 
称 E 为 可 测 集 ( 惑 页 格 可 测 集 ，， 并 称 此 mx ( 忆 ) 与 mx( 瓦 ) 
的 共同 值 为 E 的 勒 中 格 测度 m (EE ) ， 简 称 为 二 - 测 度 ， 
即 
ml(E)=mx(E)=m*(F), 
容易 证 明 
《1 ) 有 界 开 集 ,有 界 闭 集 都 是 定义 5 意义 下 的 可 测 集 ， 
且 测 度 值 与 原 定义 -- 致 ， 
《2 ) 若 已 ， 巨 :可 测 ， 忆 CE， 则 有 
1(〔《 巨 ;) 返 让 (五 ,) (单调 性 ) 
《3 ) 零 测 度 〈 测度 为 零 的 可 测 集 ) 的 任何 子 集 是 零 测 
度 〈 完 全 性 ) 。 
关于 志 - 可 测 集 具有 下 列 重 要 性 质 : 
定理 1 若 忆 可 测 ,(4,B) 是 任意 开 区 间 ,; 则 (4,B) 人 EE， 
C4，B ) (1 CE 都 可 测 
(证明 上 略 ) 
定理 2 若 E1，Es, ,Et, …， 是 一 列 可 测 集 = 


LU 妃 , 有 界 ， 则 已 也 是 可 测 集 ， 皇 


mE)=m UE,)<Tm(E,) 
n=1 nl 


特别 ， 当 《过 ，} 互 不 相交 时 ， 上 式 等 号 成 立 ， 邯 
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om 


mC UE.)= SnlE.) 


nwl 

定理 3 若 E ,EE,,,E,, … 是 一 列 可 测 集 ， 则 交集 五 
= 门 已, 是 可 测 集 。 

[明证 ] 因 EECE,，1 有 和 界 ， 故 EC (4,B) 则 ， 


(AB)-E=(ABDNCE= ABDNCG 月 E,) 
n=1] 


=(A,BNG U CE,) 
n=l 


CO 
= 山 (A, BNCE,) 


由 定理 2 知 ( 4,B》 一 可 测 ， 从 而 
E=(4A,B)- ((A,B)- E)=(A,B)N ((A,B)-E): 
可 测 ( 由 定理 1 ) 。 另 外 ， 由 于 空 集 中 可 测 ， 


是 UE,= UEUoUeU.. 


故 定理 2 对 有 限 并 成 立 。 
又 对 可 测 集 E 1 ,Ei,…,E,， 存在 (-4， B),， 使 
El,E,,…,EnC(A, B) 


N N 
NE.= 0 EACABN .ABN 
n=z1 R= 
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故 定理 3 对 有 限 交 成 立 。 

又 著 巨 ,， 五 :为 可 测 集 ， 取 (4,B) ,使 ,BCC(A， 
B)， 则 有 

EI-E,= EN((A,B)- FE.)= EN((A,BINOCE,) 
可 测 。 

例 { 证 明 有 界 可 列 集 4= { x1,x,,… } 是 零 测度 集 。 

5 证 明 ] 令 乙 ,= (xy 《n=1，2，…)， 则 五。 是 可 
测 集 〈 单 点 集 可 测 ) ， 且 mm (已 , ) = 0， 由 定理 2 知 


4= 0 ,= 0 {x,}) 可 测 ， 且 


n=1 
m(A)= ml U £1 >， m(E,)=0 


由 上 例 易 知 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 构成 之 集 是 可 测 集 ， 
测度 为 0， 因 而 [0,1] 中 全 体 无 理 数 构成 之 集 也 是 可 测 集 ， 
测度 为 1。 

以 上 我 们 只 在 有 界 集 的 范围 内 讨论 了 测度 问题 ， 现 在 把 
测度 概念 推广 到 一 般 情形 。 

设 忆 是 R 上 的 -个 数 集 ， 车 对 任何 x 0， 有 界 集 ( 一 x， 
<) 站 已 可 测 , 则 称 已 为 可 测 集 ,并 称 极限 lim m(( 一 x*,x)n 


万 )《 有 限 或 + ce ) 为 已 的 测度 ， 仍 记 为 妈 (已 )。 
在 此 种 可 测 意义 下 ， 定 理 1,2,3 仍 成 立 。 
我 们 还 舌 指 各 ,中 可 测 集 组 成 非常 广泛 的 集 类 ，、， 我 们 
就 把 这 全 体 可 测 集 组 成 的 集 类 ， 称 为 可 测 集 类 ， 记 为 工 。 
由 上 述 定理 可 知 ， 在 工 中 进行 有 限 交 并 ， 可 列 交 并 、 及 
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有 限 差 的 结果 仍 是 可 测 集 ， 即 上 对 这 些 运 算是 封闭 的 。 
因 开 集 、 闭 集 都 是 可 测 集 ， 从 开 、 闭 集 出 发 ， 经 过 上 述 
运算 可 得 到 构造 出 极为 复杂 的 集合 组 成 的 集合 类 。 我 们 称 此 
种 集合 类 为 波 诺尔 (BoroD 集 类 ， 记 为 B， 显 然 BCL。 
定理 4 设 思 入;C…C 忆 ,性 … 是 RE 一 列 “ 渐 增 ” 


的 可 测 集 ， 则 尼 = U 如, 是 可 测 集 ， 且 


lim m(E,)=m(E) 


[证 明 ] 令 4= 忆 4s= -Bi,As= BBo 
…, 则 {4。} 互 不 相交 ， 旦 


p= UYU E,= 1U 4 
并 一 #= 1 
故 
mE)=m( YU 4)= SB mA,) 
=1 六 = 
N 
= lim 之 ml(A,) 
1 


N 
= im mC 了 有 4,)= lim m(E,)。[ 证 毕 ) 
n> 


AN 一 > oo n=1 


定理 5 设 忆 ;一 已 ;22… 一 已 ,一 … 是 玉 E 一 列 “ 浙 减 ” 
的 可 测 集 , 巨 ,有 界 ， 则 = ”UU 瑟 , 是 可 测 集 ， 卫 


lim mlE.)=m(E) 


1 一 co 
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[证 明 ] 取 (4,B) 一 刀 ;,， 则 (4 下) 一 已 (2=1)2， 
,A.B) DE, 
于 是 


AB E=(A,PNCE=(A,BNOC 0 E,) 
=(4,B) N( U CE,) 
= UABNCE,) 


= UV 〈(A,B)-E。) 


令 (4,B) 一 忆 , 为 HH,， 则 HCH,C…CH: 叶 … 为 一 
列 渐 增 可 测 集 ， 又 


n=1 


(ASBD-E= VU ((4A,B)-E,)-= U H, 


由 定理 4 知 (A,8B) -五 可 测 ， 从 而 可 测 ， 且 
m(H,.)=m((A,B)- E.)>m((A,B)- E) 
此 即 
lin m(E,.)=m(E) [证 毕 ] 


用 一 的 


注意 ， 此 定理 的 条 件 “ 巨 ;有 界 ” 是 不 可 去 掉 的 ， 如 
[1,+ co ) [2,+ 0 ) DD Ln,+ 0) DH 
则 m(E,)=m( [ay+co) )=+% 


但 mE)=m( 人 N (十 co)) = mg)=0 


故 结 论 不 成 立 。 
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最 后 ， 我 们 指出 ， 虽 然 可 测 集 的 范围 广泛 ， 在 实际 应 用 
问题 碰 到 的 各 种 有 界 集 ， 几 乎 全 都 是 可 测 集 ， 但 是 不 可 测 集 
也 确实 存在 ， 这 里 就 不 再 详 述 了 。 


§ 下 .2 可 测 函 数 


还 是 由 于 建立 工 积分 的 和 需要， 我 们 在 本 节 中 讨论 一 类 重 
要 的 函数 一 一 可 测 函 数 。 它 也 是 从 测度 观点 来 研究 画 数 时 所 
必然 要 考虑 的 一 类 函数 。 它 一 方面 和 大 家 熟悉 的 连续 函数 有 
密切 联系 ， 另 一 方面 又 在 应 用 上 理论 上 成 为 足够 广泛 的 一 个 
函数 类 。 当 然 ， 我 们 不 可 能 作 详 细 地 论述 ， 仅 介绍 一 些 我 们 
必需 了 解 的 概念 。 
定居 1 设 /(x) 是 定义 在 可 测 集 CR 上 的 实 值 函 数 ， 
如 果 对 于 任何 有 限 实数 ec， 五 的 子 集 
El(f>o)= {x|f(x)>o, xEE} 
都 是 可 测 集 ， 则 称 f( x ) 是 可 测 函 数 。 
例 1 零 测 度 集 忆 上 定义 的 任何 实 值 函数 是 可 测 函 数 。 
[证 明 2] 因 为 对 任何 so € R， 集 
E(f>o )= {x|lf(x)>o ,xEE} 
是 零 测度 的 子 集 , 故 为 可 测 集 ,从 而 f(x) 是 EE 上 的 可 测 函 数 。 
例 2 可 测 集 上 定义 的 常 值 函 数 
flx)=c 
是 可 测 函 数 。 , 
证明] 因为 对 任意 的 oE€ RR， 有 
E(f>0)= {xf (0)>0€EE}= {Se 


故 忆 《1jf>e ) 可 测 ， 从 而 f(x ) 可 测 。 
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例 3 设 E 是 可 测 集 ，E= ,U 已 ;， 已 ;可 测 县 互 不 


相交 《 i=1,2,…n )，/ (x ) 是 定义 在 上 ， 且 在 备 EE: 上 
分 别 取 常数 C; 的 函数 ( 称 为 简单 函数 )， 则 jx) 是 可 测 函 
数 。 

证明] 因为 对 任何 co € R， 集 

E(f>o)= {x|lf(x)>o, xEE} 

或 为 空 集 ， 或 为 有 限 个 EE; 之 并 ， 故 是 可 测 集 ， 从 而 (x) 是 
可 测 函 数 。 
例 4 定义 在 KR 上 的 连续 沙 数 f(x ) 是 可 测 函 数 。 
证明] 对 任何 cE 下 ， 考 察 集 
El(f>o)= {x|f (x)>o, xEE} 

若 (f 之 oa) 是 空 集 ， 则 E(f>o) 可 测 ， 若 EC(f >>o) 非 
空 , 则 可 通过 证 明 EE(f >>o) 是 一 开 集 来 证 明 它 是 可 测 的 ， 证 
明 如 下 ， 

对 于 任意 xoE 巡 (j/>c)， 则 Fxo)>>， 由 xx) 的 连续 
性 知 ,存在 正 数 5, 当 xE us(xo) 时 ,有 (xz)>o, 即 usCxo)C 
忆 (f cc)， 故 已 (1 >) 是 一 开 集 ,因而 是 可 测 集 ， 从 而 六 x) 


是 可 测 函 数 。 
定理 1 设 /(x) 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数 ， 则 对 
任何 cEA， 集 


El(f>0)= {x|/(x)>0o, x€EE} 
E(f<6)= {xIf(x)<o0o, xEE} 
E(f=6)= {x|lf(x)=0o, x€EE} 
ECa <f x) <6) = {xla <f (x EO, XEE, ab 
ER 
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都 可 测 。 
<“ 证明] 由 


E(f>0o)= A ECf>o-%) 


E(f<o)=E-E(/>0o) 
E(f=0)=E(f=0)-E(/>o) 
El(a</f <t)=E(f>a0)/ E( <6) 
即 知 结论 的 正确 。 、 
定理 2 设 1(x)，g(x) 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 可 测 函 
数 ， 则 
kf(x), f(x)+g(x), |f(x)|, f(x)— g(x), 


(g(x)E0) 


都 是 可 测 函 数 。 
定理 3 设 {f.(x)} 是 可 测 集 己 上 一 列 ( 或 有 限 个 ) 可 测 
函数 ， 则 


MOCx)=inff (xz) 与 A(x)= supf s(x) - 


都 在 上 上 可 测 。 


定理 4 设 /(x)，9(x) 是 定义 在 可 测 集 刀 上 的 可 测 画 
数 ， 则 max(f，g) 与 min(f ,9g) 可 测 ， 特 别 f*= max(j， 
0)，f-= 一 min(f，0) 亦 都 可 测 。 

下 面 我 们 再 介绍 两 个 有 用 的 概念 。 

”关于 “几乎 处 处 ”的 梳 念 。 
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设 已 是 一 可 测 集 ， 了 是 一 个 确定 在 E 上 的 数学 命题 ( 如 
连续 、 可 导 、 收 伍 等 等 )。 

(1) 若 了 在 巨 的 每 一 点 成 立 ， 则 称 了 在 巨 上 成 立 。 

(2) 着 了 在 巨 的 “ 绝 大 部 分 ”点 上 成 立 ， 仅 可 能 丰 基 
零 测 度 子 集 上 不 成 立 ， 确 切 地 说 ， 营 存在 EoCE，m(EE，) 
=0， 使 P 在 一, 上 成 立 , 则 称 P 存 E 上 几乎 处 处 成 立 。 记 
为 P 在 E 上 a,e。 

注意 ， 因 空 集 4 是 零 测度 集 ， 故 P 在 EE 上 成 立 ， 也 可 说 
P 在 上 几乎 处 处 成 立 ， 但 反之 未 必 。 


| 
f(x)= 
0,x 为 无 理 数 


例 1 


则 (x) 几乎 处 处 为 0%， 记 为 f(x) 于 0(x ER)。 
例 2 fCx)= sinx 则 f (x) 几乎 处 处 不 为 0， 记 为 1 (x) 


a.e 


0(xER) 

例 3 f(x)= tgx 则 (x) 几乎 处 处 连续 , 记 为 1(x ) 连 续 
(as6 于 有 R)。 
例 4 。 设 f(x),g(x) 是 EE 上 可 测 函 数 ， 则 


f(x) gx) (在 E 上 ) 


表示 f (x) 与 9(x ) 在 上 几乎 处 处 相等 。 

2" 关于 按 测 度 收 敛 的 概念 

关于 《函数 列 { f,(x)} 收 化 ”的 概念 已 知 三 种 舍 
义 ， 即 

(1) (fx) 在 EB 上 一 致 收敛 于 f (x)， 

(2) {ff,(x)} 在 EE 上 处 处 收 伍 于 f(x)， 
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(3) {f(xX) 在 丸 上 几乎 处 处 收 敏 于 f (x)。 
且 有 关系 (1) 沪 (2)，(2)=>(3) 

下 面 我 们 再 给 出 一 种 更 弱 的 “ 按 测度 收敛 ”的 定义 。 

定义 设 /(x)，({y7(x)} 是 定义 在 世上 的 可 测 函 数 与 
可 测 函数 列 ， 若 对 于 任何 g>0， 集 

El(o)= fxjlyCx)-Ax)| >aoxeE 瑟 (=1，2， 
一 ) 的 测度 m(B,(o))) 一 0(n 一 co0), 则 称 { 0x)) 按 测度 收 
人 敏 于 F(x )， 记 为 


f s(x) COx) 


ae 
定理 5 苦 i (已 )<< +ceofx) 一 了 (x)， 则 


fx) 2) 0x) 


5 让 遇 3 反 证 法 。 假 如 定理 结论 不 成 立 ， 则 存在 6>0 使 
1 尼 (aD)>0( 即 在 在 so>0 及 {m(Eaoo)) Ce 已 。 
(oo0))}) 使 mC(E,i(o0)) 写 eo(kR=1,2,.…)) 

现 只 需 证 明 存在 E 的 子 集 4CE,m(E)>0,1{f,(x)} 
在 4 上 不 收敛 于 /x) 即 可 ， 证 明 如 下 : 
因为 

已 ，(5 0) = {x|if, (x)- /f(x)| 之 ao ~“€E} 


令 rR:(o0)= ,Ud E£, (oo0), 则 


Rj,(ooDR,(o0)D…DR,( go, )D. 
m(RiI(oG0))<+oo 
m( loo)) mE,,(oo0))>eo 
令 4= 人 Rao)， 则 由 有 下 .1 定理 5， 知 
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m(A)= lin R.(60)>&0>0, 


且 对 任何 x € A， 有 XER。 (60)(m= 1,2, 9 从 而 存在 
{EE, (61)} COC {E, (6))} 


i 


使 xXEE, (6) (=1, 2，…) 
k 


即 有 fe (x) 一 fx)| 汪 oo0, 故 { f(x)} 在 4 上 不 收 皱 


i 


ae 
于 f(x)， 这 与 1, (xX) -> (xx) 相 了 矛盾。 5 证 毕 ] 
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本 


二 


附录 WW 勒 具 格 ( Lebesgue ) 积分 


我 们 熟知 ， 定 积分 | f(x)dx( 也 称 黎 曼 (Riemann) 积 


分 或 简称 为 R 积 分 ) 能 解决 很 多 的 实际 问题 ,但 随 着 科学 技 
术 的 日 益 发 展 , 越 来 越 显得 很 多 不 足 之 处 ,首先 由 于 它 要 求 / 
(x ) 在 Ca,6J 有 定义 且 要 求 1(x) 有 “ 较 好 的 连续 性 ,例如 人 象 很 
简单 的 狄 里 克 勒 (Dicichle) 函 数 在 C0,12 上 怀 一 不 可 积 ,就 可 
积 来 看 ， 尺 一 积分 不 够 广泛 ， 致 使 它 在 实用 上 存在 很 大 的 局 
限 性 ， 另 外 它 在 理论 上 ， 由 于 条 件 要 求 过 严 ， 所 以 也 存在 一 
些 弱 点 ， 如 人 [a,6] 上 及 -可 积 函 数列 的 极限 函数 不 一 定 


是 R- 可 积 ， 因 此 求 极限 lim 与 求 积分 | 两 种 运算 ,需要 很 


强 的 条 件 才能 交换 运算 次 序 ， 名 从 牛顿 一 一 菜 布 尼 效 公式 
看 、 通 常 是 在 函数 帮 (x ) 有 连续 导数 的 假定 下 证 明 , 但 至少 
要 求 1(x) 为 R- 可 积 才 行 ，@H5a,6bJ 上 RR- 可 积 函 数 的 全 体 ， 
按照 一 种 很 自然 的 距离 


5 . 
ao- 上 | |f(x)— g(x)|dx ~ 


成 为 一 个 “不 完备 ”的 空间 ， 即 存在 这 样 的 R 可 积 函 数列 
{ fx)}， 虽 然 


[9 
df ss fa) -| (fsx) fulx)|dx 30 
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(是 一 个 基本 点 列 )， 但 无 尺 可 积 函 数 /x ) 满 足 条 件 
df [f(x)— f(x)|—>0 (n> ) 


(这 -点 将 会 在 第 三 音 中 型 清楚 )。 这 是 及 -积分 最 致命 的 对 
眠 。 

随 着 现代 科学 的 发 展 ， 人 们 越 来 越 迫 切 地 感到 需要 有 一 
神 应 用 范围 更 广 的 ， 性 质 更 好 的 ， 运 算 方便 更 灵活 的 新 积 
分 ， 同 时 用 在 原来 特定 条 件 下 ， 还 应 与 原 定义 的 结果 一 至 
( 按 原 定义 可 积 时 ， 按 新 定义 应 可 积 , 且 应 有 相同 的 积分 值 )， 
这 就 是 现代 积分 理论 产生 的 实际 背景 。 直 到 1902 年 法 国 数学 
家 勒 由 格 才 成 功 地 引入 了 -- 种 新 积分 ， 后 人 称 之 为 勘 贝 格 积 
分 ， 由 于 它 在 很 大 程度 上 摆脱 了 上 述 尺 积分 的 困境 ， 而 且 
大 大 地 扩大 了 可 积 函 数 的 范围 ， 所 以 今天 已 成 为 分 析 数 学 中 
不 可 缺少 的 工具 。 我 们 在 下 面 主要 就 是 介绍 这 一 积分 概念 
为 区 别 于 尺 积 分 ， 今 后 将 勒 贝 格 积分 简 记 为 工 积分 。 

在 介绍 勒 贝 格 积分 之 前 ， 我 们 先 将 它 的 前 身 - 一 黎 曼 积 
分 作 一 回顾 。 


S :1 歼 曼 (Riemann ) 积分 定义 


RR 积 分 通常 有 两 种 定义 ,其 一 是 大 家 熟 知 的 “ 极 限 式 ” 
定义 ( 即 作为 积分 和 的 极限 -一 一般 高 等 数学 中 所 采用 的 )， 
另 一 是 “ 确 界 式 ”定义 。 现 介绍 R 积 分 “ 确 界 式 ” 定 义 如 
下 。 

定义 设 /(x) 定 义 在 [4,6] 上 有 界 函 数 ， 了 表示 [a， 
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2] 的 任 一 分 割 
d=X0<XxI<X, < Xs = 
这 里 ?为 任 一 自然 数 ， 可 随 了 而 不 同 。 
设 M;， mi 分 别 表示 f (x) 在 [xi-iy*xi] 上 的 上 , 下 确 
界 (1 = 1,2,…,n), 即 


M;= Sup ， f(x), mi= inf f(x%) 


i-l i i i 


作 积 分 大 和 与 小 和 : 
S'= SMAx, s= SF mi Ax, 


这 里 AXi; =Xi 一 Xi-16 


令 


一 -4 
| f(x)dx=infS 


$s 
| f(x)dx= sups 
了 


一 4 


分 别 叫做 f(x) 在 [a,8] 上 的 达 布 (Darbeux) 上 积分 与 下 
积分 ， 这 里 上 、 下 确定 界 是 对 [a,b] 的 一 切 可 能 分 割 了 而 
取 的 。 . 

可 以 证 明 总 有 


9 ——$ 
| f (x) dx <| f(x)dx 
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如 果 


十 —$ 
{fw a -| f(x)dx 


则 称 f(x) 在 [a,b] 上 RR 可 积 并 称 此 共同 值 为 1f (x) 在 [a， 
bj 上 的 也 积 分 ， 记 为 


[9 
ey flx)dx 


关于 积分 ， 我 们 只 介绍 它 的 定义 。 目 的 是 好 与 乙 积 
分 定义 作出 对 比 ， 至 于 有 关 它 的 性 质 与 理论 就 不 在 此 一 一 令 
述 了 。 


$ .2 勒 只 格 积分 定义 


工 积分 有 不 止 一 种 的 定义 方法 为 了 便于 同 尺 积 分 比 
较 ， 我 们 将 采用 和 天 积分 确 界 式 定义 相当 的 定义 。 

定义 ” 设 几 xz) 是 定义 在 丸 中 测度 有 限 的 集 忆 上 的 有 界 函 
数 ， 刀 表示 对 E 的 任 一 分 割 ， 


= UE,(E1 为 E 的 也 不 相交 的 可 测 子 集 )。 


设 肝 ;，m; 分 别 表 示 f (x) 在 EE; 上 的 上 ， 下 确 界 ( = 1， 
1，…… 2)。 即 


M,;= sup f(x), m; = inf f(x) 


作 积 分 大 和 与 小 和 


S= > Mim(E;), s= 之 mm(E,) 


i=1 
令 


f fix)dx=infS 


D 


f{ f(x)dx= sups 
———E 卫 


分 别称 为 (x) 在 E 上 的 (L) 上 ， 下 积分 。 
可 以 证 明 总 有 


| f(x) ax<| fx)dx 
一 一 三 E 


如 果 
| rcoax= 人 f(x)dx 


则 称 fCx) 在 EE 上 工 可 积 ， 且 称 此 共同 值 为 1(x) 在 EE 上 的 勤 
贝 格 积分 ， 记 为 


ga f(x) dx 
E 


以 上 是 中 测度 有 限 可 测 集 上 有 界 函 数 的 工 积分 定义 。 我 们 
看 到 它 在 形式 上 同 开 积分 完全 类 似 ， 除 了 “积分 区 域 ” 更 一 
般 外 ， 主 要 不 同 之 处 在 于 采用 的 测度 和 分 割 的 不 同 ， 在 那里 
是 区 间 在 这 里 一 律 换 成 乙 可 测 集 。 下 面 我 们 证 明 ， 若 f(x ) 
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在 [a,6] 上 玉 可 积 ， 则 jx ) 在 [a,6] 上 也 一 定 L 可 积 。 

我 们 用 了 表示 [ao，2] 的 一 切 “ 子 区 间 式 ”的 分 割 的 全 
体 ， 用 如 表示 [a,b 的 一 切 “ 可 测 子 集 式 ” 的 分 割 的 全 体 ， 
因 TCD， 于 是 有 


sups<sups<inf S<infSs 
了 D 也 T 


即 
| fdr< {0 yf dre 
『 f(x)dx 
故 由 
| rcoax= 人 f(x) dx 
可 推 知 加 


好 ， 
cD fe tear Ry 人 Food 
因此 ， 我 们 今后 在 计算 (上 ) 人 (x)dx 时 ， 若 能 用 部 
i 
知 的 方 法 ( 牛 药 公 式 ) 求 得 (R) | f(x)dx， 则 可 大 胆 使 


用 熟知 的 方 法 求 解 。 但 须 注意 的 是 ， 有 时 即使 (R) 人 f 
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(xz)dx 不 存在 ,( 但 ( 工 ) | f(x ) dx 仍 有 可 能 存在 。 


定理 1 ”一切 有 界 可 测 函 数 都 是 上 可 积 的 。 
[证 明 ] 设 /(x) 是 可 测 集 ECm(E) 二 %) 上 的 有 界 可 测 
函数 ，4 三 f(x) 三 B(x EE) 时 。 要 证 


| todax= | f(x)dx 
—E E 


作 区 间 [4,B] 的 任 一 分 割 字 ， 
A= yo <X ys y= Bb, 
令 和 = max(yi- yi-1),Ei= {XI fx) SY; 9 


xE 巨 }， 则 已 = 遇 ， 已 ,是 下 的 一 个 可 测 子 集 式 分 割 (万 


型 分 割 )。 
令 ， mi 二 inf f(x)>yi-1 Mi = sup f(x) 和 yi， 得 


Li 


yi-im(E;)e > mm(E)<| flx)dx 
1 i=1 EA 


<| fodx< SMEmEN< HT yim(Ei) 
8 i=1 i=1 


又 由 


0 D> yimE(i)- > yi-im(Ei) 
i=1 


i=1 
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= Dv ME) < NmE,) 
了 一 i=l 


= 7).m(E) 
由 于 和 汪 >0 的 任意 性 ， 得 


全 yeoax -| fx)dx 证 毕 ] 


定理 ! 给 出 了 可 积 函 数 的 一 个 范围 ， 由 于 不 可 测 的 有 
界 沙 数 “ 极 少 ”， 故 工 可 积 函 数 的 范围 很 大 ， 例 如 处 处 不 连 


xX 为 有 理 数 
f(x)= 


0，Y% 为 无 理 数 
便 是 一 个 工 可 积 函 数 ， 由 和 定义 可 直接 算得 


Ga f(x)dx=0 


我 们 顺便 指出 ， 定 理 ! 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 。 即 定义 在 
可 测 集 互 上 的 有 胸 函 数 ， 若 它 是 二 可 积 的 ， 则 必定 是 可 测 的 
(证 明 从 略 )。 

另外 ， 如 局 黎 曼 积 分 一 样 ， 勒 贝 格 积分 也 可 以 用 一 种 
“和 式 极限 ”形式 表示 出 来 ， 我 们 有 

推论 ” 设 /x) 是 可 测 集 已 上 的 有 界 世 可 积 函 数 ， 

A<If(x)<B (x EE), 

A= yo < yy =P 
是 [4，BJ 的 任 一 了 型 分 割 ， 

E;= {xly;-1<f(x)<y;, YEE} 
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1 


和 = max (ii SEE 任意 ， 则 有 


人 f(x)dx= lim SE mE:) (Wl) 
此 时 ， 五 :是 巨 的 可 测 子 集 ， 又 由 


nn 


Dyi-m ES SmmE)< > /EmE:) 
i=1 i=1 


i=1 


< SMmE VES ymE) 


可 知 lim 之 f(E;)m( 忆 ;) 存 在 ， 朋 等 式 (ND 成 立 。 


4—>0 i=1 
反之 ， 设 1 (x) 是 可 测 集 妃 上 的 有 界 函 数 ， 洲 上述 裤 限 


lin 怠 了 (Ei)m(B;) 总 存在 ， 则 fx) 为 L 可 积 ， 且 等 式 


大 -> 0 2=1 


(K .1) 成 立 ( 证 明 略 )。 


在 有 些 书 中 ， 也 有 用 上 述 极限 的 存在 性 及 等 式 (W .j 来 
定义 积分 ， 当 然 还 有 其 它 形式 的 定义 ， 在 这 里 就 不 一 一 介 
绍 了 ， 这 毕 不 同形 式 的 定义 从 数学 角度 来 看 ， 都 各 有 其 优 忽 
点 。 

以 上 仅仅 限于 在 “积分 区 域 ” 的 测度 有 限 ， 并 且 被 积 函 
数 有 界 的 情况 下 讨论 积分 ， 原 因 只 是 在 这 种 情况 下 大 ， 
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小 和 数 才能 保证 是 有 限 的 。 以 下 我 们 将 “积分 区 域 ” 的 测度 
有 限 及 被 积 函 数 的 有 界 这 两 个 限制 去 掉 ， 使 积分 定义 能 适用 
于 更 加 广泛 的 函数 类 。 这 一 扩张 将 分 两 步 来 完成 。 

第 一 步 ， 非 负 函 数 情 形 。 

设 /(x) 定 义 在 可 测 集 ECR( 不 要 求 m()<<co) 上 的 非 
负 实 函数 (不 要 求 1(x) 有 界 )。 则 总 可 以 用 一 列 尿 步 扩 大 
的 测度 有 限 的 可 测 集 已 ,来 通 近 ， 

ECE:C, limE,.=E 


同时 f (x) 总 可 用 一 列 定义 在 ,上 而 函数 值 随 着 ”逐渐 
增 大 的 有 界 函 数 六 xx) 来 逼近 ; 


f 1(%) Sf x) Ee lim f(x)= f(x%) 
例如 取 f (x)= [f(x)] ,=min {f(x), n} 
| 当 f (x)<n 


n, 当 f (x)>n 
为 了 利用 已 知 的 工 积分 概念 ,我 们 还 要 求 每 个 / ,在 ,上 


都 是 可 测 的 ， 由 于 (f >6) = 山 巨 ,(7 ,>6), 这 也 就 是 要 求 


f(x) 在 E 上 是 可 测 的 。 青 由 {EE,} 和 {f(x)} 是 单调 列 
的 原由 ， 总 有 


< | f(x) dx 
因此 ， 
:in, | f(x)ydx 必 存在 (可 能 是 +oo)。 不仅 如 
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此 ， 我 们 还 可 以 证 明 这 一 极限 是 不 依赖 于 到 近 列 { 玉 ,} 和 
{ f(x)} 的 选择 而 唯一 确定 的 。 而 且 ， 如 果 m(EE)<o 且 
fx) 在 EE 上 是 有 界 的 ， 则 恰 有 以 下 等 式 


lim js ed f(x)dx 
E 


因此 对 主 非 负 函 数 来 说 ,我 们 自然 给 积分 概念 作 如 下 的 推广 。 
定义 ! 设 /(x) 之 0 在 可 测 集 世 己 R 上 可 测 ， 这 时 我 们 定 


义 
| f(x)dx = um | [f(x)] .dx 
i , 
称 为 1 (x) 在 EE 上 的 荆 积 分 。 


第 二 步 ， 一 般 函 数 (不 限于 非 负 ) 的 情形 。 

令 f'(x)= max {f(x),0},f-(x)= max {— f(x), 
0}， 风 f(x)= 上 请 (x)- (xx)， 不 难看 出 ， 如 果 jFx) 在 五 
上 可 测 ，f +(x) 与 1-(x) 在 EE 上 也 可 测 , 反 之 亦 然 。 并 且 对 于 
测度 有 限 的 可 测 集 记 上 的 可 积 沙 数 1 (Xx) 总 有 


| foax= | Fd- { f-(x)dx 
E E E 


因此 对 于 一 般 函数 来 说 ， 我 们 自然 给 积分 概念 作 如 下 推广 。 
定义 2 设 1(x) 在 可 测 集 ECR 上 可 测 ， 如果 在 定义 1 
的 意 义工 的 | fdr 了 -(x)dx 不 同时 为 + co， 


风 我 们 称 1x) 在 E 上 积分 三 定 , 养 定义 人 f(x)dx= f 


E 


fa- | f(x)dx 为 1(x) 在 上 的 工 积 分， 特别 


当 此 积分 有 限时 , 称 f (x) 在 上 上 可 积 。 
一 297 一 


要 注意 ， 凡 非 负 可 测 函 数 都 是 积分 确定 的 ， 若 积 分 有 
狠 ， 在 此 定义 的 意义 下 工 是 可 积 的 。 

又 凡 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 可 积 水 数 ， 一 定 也 是 在 此 
定义 意义 下 上 可 积 的 。 


$N'3 勒 贝 格 积分 的 性 质 及 积分 的 家 限定 理 


1. 勒 贝 格 积分 的 性 质 

由 于 上 积分 定义 与 积分 定义 在 形式 上 的 相似 ， 人 们 自 
然 期 待 R 积 分 的 许多 性 质 在 L 积 分 照样 得 到 保留 。 在 下 面 列 
举 的 性 质 中 我 们 假设 是 怀 中 测度 有 限 的 可 测 集 ，f (x ) 等 函 
数 是 巨 上 的 有 和 界 函 数 ， 又 工 可 积 就 简称 可 积 。 

1” ” 设 1(x) 在 态 上 可 积 ， 则 f(x) 在 5 的 任何 可 测 子 集 
上 也 可 积 。 

又 设 f(x) 定 义 于 E=Ei UE.,，, EiNE:=q 且 在 A， B 
上 分 别 可 积 ， 则 f (x) 在 上 也 可 积分 ， 且 

1 1 f(x)}dx+ | f(x)dx (NW.2) 


2” 设 1(x),glx ) 在 上 可 积 , 则 f(x)+9(x) 在 上 
也 可 积 ， 且 


人 roa 人 oax+ f N(x) dx 
(NV.3) 
3” 设 Fx ) 在 已 上 可 积 ， 则 对 任何 常数 C，CA (x) 也 


在 上 可 积 ， 且 
| cc0o2 0 人 f(x)dx 
E E 
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4° 设 1(x),9(x) 在 E£ 上 可 积 , 且 1 (x) 二 g(x)， 则 
| oare | g(x)dx 
E E 


特别 当 a 志 f(x ) 运 0 时， 有 anCE)< | flx)dx<bm 


(五 )。 
5"” 设 /(x) 在 马上 可 积 , 则 17(x )1 在 E 上 也 可 积 ， 


| f(x)dx | Ga 
6" 设 /x ) 在 已 上 可 积 ， /20 县 | f(x)dx=0, 


则 f(x)=0a.e 于 EE。 
7” 设 1(x) 在 上 可 积 ， 则 对 任何 可 测 集 4 性 ， 有 


lim | f(x)dx=0 
A 


m(AI—>0 


(这 一 性 质 称 为 上 积分 的 绝对 连续 性 )。 
号 生计 的 和 
， 积 分 的 极限 定理 

这 里 我 们 将 主要 介绍 可 分 与 极限 的 交换 问 是 ， 我 们 将 看 
到 这 问题 在 LZ 积分 范围 内 得 到 比 在 RR 积分 范围 内 远 为 完满 的 
解决 ， 这 正 是 工 积分 的 最 大 成 功 之 处 。 

定理 1 ”( 勒 贝 格 控制 收 化 定理 ) 设 

(1) {ff,(x)} 是 可 测 集 太 上 的 可 测 函 数列 ， 

(2) |f. Cx)|EF(X)ae FE, n=1,2,… 且 F(x) 在 EE 
上 可 积 ( 称 {ff,(x)) 为 F(x) 所 控制 ,而 F(X) 叫 控 钢 函 
数 ); 

(3) lim, ,Cx) aef(x) 
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则 jx ) 在 已 上 可 积 且 
lim | f，, "0095, f (x) dx 


证 明 从 略 。 

定理 2 〈 列 维 (LLeuvi)) 设 17,(x) } 为 可 测 集 三 王 不 上 
的 一 列 非 负 可 测 画 数 ， 且 在 上 有 /,(x)<f +1(x),， n=1， 
2,….( 单 调 列 ) 令 f(x) = lim f.(x)， 则 
lim dx f(x)dw 


Nn— 吕 


ci 由 3 首先， 由 于 { /xz) 上 是 单调 列 ， 所 以 
f(x)= lim, f (x) 存在 ,可 测 且 f (Xx) 万 f(x)、 故 应 


性 质 4%， | /Das f(x)dx， 从 而 得 
E 


E 


站 一 入 吧 


lim 六 as flx)dx 
E E 


其 次 为 了 得 到 相反 的 不 等 式 ， 对 于 固定 的 入 二 0， 考虑 
可 测 函 数列 . 
[fn(x)] N， Efw:1(x)] Ne [fx 7) N9 在 Ey 
上 它们 有 定义 而 且 应 有 
lim CfsCx)I n= [f(x)] w (4.4) 


所 此 
T [f(x)] wdx= 1 lim  [CFCx)] wdx 
EN BN : 
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二 lim | [f(x)] wdx<< 


lim | f(x}dx 


《第 二 等 式 由 控制 收敛 定理 得 知 )。 


lim 
下 f f (x)dx 一 N~->% | (f(x)Indx 
故 有 J， 。 


Ny 
Him | f(x)dx 
所 以 得 到 
lim 


n> i f ,xX)dx= 人 reoaz 


定理 5 (LL 逐 项 积分 定理 ) 设 { /.(x)} 是 可 测 集 EE CR 
上 一 列 非 负 可 测 函 数 ， 则 


| (之 f(x)dx= 之 | f(x) dx 
B n=1 nal E 


[证 上 明 2 设 9,(x ) = 之 Fl2， 则 (19g， 
(x)} 为 上 非 负 可 测 函数 的 递增 序列 ， 由 列 维 定理 有 


| lim g(x)dx= lim 1 gn(X)dx 
Ho 入 一 > oo 了 


E 
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(NV.5) 


但 是 lim g(x)= 之 f(x), 上 gn(x)dx 


= 号 fiax, 代 入 (W .5) 式 即 得 。 [证 毕 


定理 4 设 { 1 ,(x) } 是 可 测 集 忆 CR 上 一列 非 负 可 测 函 
数 ， 并 且 
f(x)= lim intf,(x) (xXEE) 
则 
{ f dr<liminf | fal(x)dx (了 。6) 
E “>” E 


[证 明 ] 设 g。(x)=intffy COx)， :+1(X), ”9 }n 一 
1,2,… 则 {g,(x) } 为 嫌 上 非 负 可 测 递增 函数 列 ， 且 


g(x)Sf,(x) (CW.7) 
lim g(x)= f(x) (NV.8) 
1—>% 

由 定理 2， 知 


lim | g(x)dx= 上 flx)dx (WV.9) 
= 一 > 中 E E 
由 (W .7) 式 和 (8) 即 得 
| f(x)dx< lim inf | f(x)dx 
. 8 一 > 中 
五 E 


在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 介绍 一 下 关于 工 二 重 积 分 的 化 成 
累 次 积分 的 一 个 定理 ， 即 
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定理 5( 富 比 尼 Fubiai 定 理 ) 
(1) 设 1(p)= f(x,y) 在 4xBCR:(A，B 分 别 .为 尺 


中 之 可 测 集 ) 上 非 负 可 测 ， 则 对 a.e 的 x€4， 
A(x， ) 作 为 > 的 沙 数 在 B 上 可 测 ， 且 


| tcpyap= { dz flx, ydy 
dx 了 A B - 
(NW .10》 


(2) 设 1(P)=/(x,y) 在 x BCR? 上 可 积 ， 则 对 a.e 
的 x C4，f (x,y) 作 为 > 的 函数 在 B 土 可 积 ， 又 {fey) 
d y 作 为 x 的 函数 在 4 上 可 积 , 旦 (WVW.10) 式 成 立 。 

同 理 ， 公 式 ( 玉 .10) 可 换 成 

| 人， APap= |, ay| /ax 
(NV:11> 

推论 设 f(P)=f(x，y) 在 4xBCR* 上 FL 一 可 可 

积 ， 则 


二 ax 人 jx ,>)dy= 人 ay CELE (下 *12》 
成 立 。 

我 们 回忆 一 下 ， 玫 积分 理论 中 重 积 分 化 为 累 次 积分 所 要 
求 的 条 件 要 比 工 积分 多 ， 这 是 工 积分 的 另 一 成 功 之 处 。 
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